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Inleiding

Het doel van deze thesis is om een duidelijk zicht te geven op de theorie rondom eenheden van

groepringen. We zullen voornamelijk integrale groepringen beschouwen van eindige groepen. Dit

zijn groepringen waarbij de ring de gehele getallen Z is.

Om deze thesis op zichzelf staand te maken, beginnen we met een hoofdstuk inleidende begrippen.

Dit hoofdstuk bevat verschillende secties gericht op groepentheorie of ringtheorie, die we zullen

gebruiken in latere delen. We gaan er wel vanuit dat de lezer een basiskennis algebra heeft. We

geven ook al een sectie over groepringen bij de inleidende begrippen. Deze sectie zal de belangrijke

begrippen introduceren en dient een inzicht te geven in de structuur van een groepring.

In het tweede hoofdstuk werpen we een blik op groepringen van torsievrije groepen. In dit hoofd-

stuk trachten we te illustreren hoe verschillend het onderzoek naar eenheden van deze groepringen

is ten opzichte van groepringen van eindige groepen.

Het derde en laatste hoofdstuk zal gaan over groepringen van eindige groepen. We zullen de groe-

pen classificeren wiens integrale groepring slechts een eindig aantal eenheden bevat. De kennis die

we opdoen over eenheden gebruiken we dan verder om het isomorfisme probleem te bespreken.
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1 Inleidende begrippen

1.1 De transfer afbeelding

Definitie 1.1.1. (i) Zij G een groep en H ≤ G een deelgroep. Een transversaal T van H in
G is een complete verzameling van nevenklasserepresentanten van G/H .

(ii) Zij R,S twee transversalen van H in G, dan definiëren we het element

d(R,S) =
∏

r∈R,s∈S
Hr=Hs

π(rs−1),

waarbij π : H → H/[H,H] de canonieke projectie is.

Opmerking 1.1.2. Het element d(S,R) is goed gedefinieerd omdat H/[H,H] abels is.

In het volgend lemma bewijzen we enkele eigenschappen van dit element.

Lemma 1.1.3. ZijG een groep,H ≤ G een deelgroep vanG en R,S twee transversalen vanH inG.
We bewijzen de volgende eigenschappen voor het element d(R,S) uit Definitie 1.1.1 (ii):

(i) d(R,S)−1 = d(S,R);

(ii) d(R,S)d(S, T ) = d(R, T ) voor elke transversaal T van H in G;

(iii) d(Rg, Sg) = d(R,S) voor elke g ∈ G;

(iv) d(Rg,R) = d(Sg, S) voor elke g ∈ G.

Bewijs. De eerste drie eigenschappen zijn triviaal. Men hoeft hier enkel het feit dat π een morfisme

is toe te passen. We bewijzen (iv) aan de hand van de vorige eigenschappen:

d(Rg,R)
(ii)
= d(Rg, S)d(S,R)

(ii)
= d(Rg, Sg)d(Sg, S)d(S,R)

(iii)
= d(R,S)d(S,R)d(Sg, S)

(i)
= d(Sg, S).

Merk op dat we bij de derde lijn ook gebruik maken van het feit dat H/[H,H] abels is. ■

Gevolg 1.1.4. Zij G een groep, H ≤ G een deelgroep van G en T een willekeurige transversaal van
H in G. De afbeelding

ν : G→ H/[H,H], g 7→ d(Tg, T )

is een groepsmorfisme en is onafhankelijk van de keuze van de transversaal T .
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1. Inleidende begrippen

Bewijs. We rekenen ν(gh) uit:

ν(gh) = d(Tgh, T ) = d(Tgh, Th)d(Th, T ) = d(Tg, T )d(Th, T ) = ν(g)ν(h).

Dit bewijst dat ν een groepsmorfisme is. Lemma 1.1.3(iv) bewijst dat het morfisme ν onafhankelijk

is van de keuze van de transversaal. ■

We hebben nu alles bewezen wat we nodig hebben om de transfer afbeelding te definiëren.

Definitie 1.1.5. ZijG een groep enH ≤ G een deelgroep van eindige index. De transfer afbeel-
ding vanG inH is het groepsmorfisme

ν : G→ H/[H,H], g 7→ d(Tg, g)

uit Gevolg 1.1.4, waarbij T een willekeurige transversaal van H in G is.

Opmerking 1.1.6. ZijG een groep,H ≤ G een deelgroep van eindige indexn en T = {t1, . . . , tn}
een transversaal van H in G. Zij g ∈ G, elk element t ∈ Tg zullen we schrijven als t = tig, met

ti ∈ T . Stel dat σ ∈ Sn de permutatie is zodat Htig = Htσ(i) voor elke i ∈ {1, . . . , n}. Nu is de

transfer afbeelding ν van H in G het morfisme

ν : G→ H/[H,H], ν(g) =
n∏

i=1

π(tigt
−1
σ(i)).

We zullen via deze permutatie en zijn cykelstructuur het beeld van g ∈ G onder de transfer afbeel-

ding makkelijker kunnen berekenen.

Lemma 1.1.7. Zij G een groep, H ≤ G een deelgroep van eindige index n en T = {x1, . . . , xn} een
transversaal van H in G. Voor elk element g ∈ G bestaat er een getal m, elementen s1, . . . , sm ∈ T
en getallen n1, . . . , nm zodat s−1

i gnisi ∈ H,n1 + · · ·+ nm = n en

ν(g) =

m∏
i=1

π(sig
nis−1

i ).

Bewijs. Stel dat σ = c1c2 . . . cm, waarbij ci paarsgewijs disjuncte cykels zijn van lengte ni, met

i = 1, 2, . . . ,m. Als we de actie van ⟨σ⟩ op T definiëren als tσi = tσ(i) voor i = {1, . . . , n}, zien

we dat deze actie de verzameling T in m banen verdeelt, waarbij elke baan correspondeert met

een disjuncte cykel ci. We noteren deze banen als Si ⊆ T met i ∈ {1, . . . ,m}. Neem een vaste

i ∈ {1, . . . ,m} en stel dat ci = (j1, j2, . . . , jni), dan is Si = {tj1 , tj2 , . . . , tni}. Het is duidelijk dat

σ(jk) = ci(jk) =

{
ji als k = ni − 1

jk+1 anders

.

Dit gebruiken we om het volgende product te vereenvoudigen:

ni∏
k=1

π(tjkgt
−1
σ(jk)

) = π(tj1gt
−1
j2

)π(tj2gt
−1
j3

) . . . π(tjni−1gt
−1
j1

) = π(tj1g
nit−1

j1
).

We zien dat s−1
i gnisi ∈ H aangezien dit het product is van elementen uit H . We gebruiken nu het

feit dat de bannen Si een partitie vormen van T om te besluiten dat n1 + · · ·+ nm = n en dat

ν(g) =
n∏

i=1

π(tigt
−1
σ(i)) =

m∏
i=1

∏
tj∈Si

π(tjgt
−1
σ(j)) =

m∏
i=1

π(sig
nis−1

i ).

■
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1. Inleidende begrippen

Lemma 1.1.8. ZijG een groep zodat het centrumZ(G) een deelgroep is van eindige index n. Voor elke
twee elementen g, h ∈ G geldt dat (gh)n = gnhn. Met andere woorden dat ·n : G → Z(G), g 7→ gn

een morfisme is.

Bewijs. Aangezien Z(G) abels is, zien we dat [Z(G), Z(G)] = {1}, zodat de canonieke projectie

π : Z(G) → Z(G)/[Z(G), Z(G)] de identieke afbeelding is. Uit Lemma 1.1.7 volgt dat er een

m ∈ N∗
, getallen ni met

∑m
i=1 ni = n en een deelverzameling {t1, . . . , tm} van een transversaal

van Z(G) bestaan zodat

ν(g) = ν(g) =

m∏
i=1

π(tig
nit−1

i ) =

m∏
i=1

tig
nit−1

i .

We zagen ook dat voor elke i ∈ {1, . . . ,m} het element tig
nit−1

i ∈ Z(G), zodat gn1 ∈ Z(G) omdat

Z(G) een normaaldeler van G is. Aangezien gni ∈ Z(G) geldt dat tig
nit−1

i = gni
. Dit zorgt dat

we ν(g) kunnen uitwerken als

ν(g) =

m∏
i=1

tig
nit−1

i =

m∏
i=1

gni = gn1+···+nm = gn.

Het gestelde volgt nu uit het feit dat ν(g) = gn en dat ν : G→ Z(G) een morfisme is. ■

We definiëren een deelverzameling van G die van groot belang zal zijn in zowel de stelling van

Passman als de stelling van Connel in Hoofdstuk 2.

Definitie 1.1.9. Zij G een groep, dan noteren we de deelverzameling van alle elementen van G
waarvan de centralisator een eindige index heeft in G als

△(G) = {g ∈ G | [G : CG(g)] <∞}.

Notatie 1.1.10. Zij G een groep.

(i) We noteren de baan van een element x ∈ G onder toevoeging als

xG = {xg | g ∈ G}.

(ii) Zij A ⊆ G een deelverzameling van G, dan noteren we

A−1 = {a−1 | a ∈ A}.

Opmerking 1.1.11. Zij G een groep, dan zien we via de baan stabilisator formule dat

△(G) = {x |
∣∣xG∣∣ <∞}.

De deelverzameling △(G) bestaat dus uit alle elementen van G die een eindige toevoegingsklasse

hebben.

Lemma 1.1.12. Zij G een groep, dan is△(G) een karakteristieke deelgroep.

10



1. Inleidende begrippen

Bewijs. We bewijzen eerst dat △(G) een deelgroep is. Aangezien G = CG(1), is 1 ∈ △(G). Stel

dat x, y ∈ △(G), dan zien we dat (xy−1)g = xg(yg)−1
met g ∈ G. Dit geeft ons het volgende:

(xy−1)G ⊆ xG(yG)−1,∣∣(xy−1)G
∣∣ ≤ ∣∣xG∣∣ ∣∣(yG)−1

∣∣ < +∞,

zodat xy−1 ∈ △(G). Volgens het criterium voor deelgroepen is △(G) een deelgroep. We bewij-

zen nu dat △(G) een karakteristieke deelgroep is. Zij α een automorfisme van G, dan zien we

gemakkelijk dat er voor elke x ∈ G geldt dat:

α(x)G = α(x)α(G) = α(xG),∣∣α(x)G∣∣ = ∣∣α(xG)∣∣ = ∣∣xG∣∣
zodat

x ∈ △(G) als en slechts als α(x) ∈ △(G).

Dit bewijst het gestelde. ■

Opmerking 1.1.13. ZijG een groep enH1 enH2 deelgroepen vanGmet eindige index, dan geldt

[G : H1 ∩H2] ≤ [G : H1][G : H2].

De volgende stelling van Dietzman zal ons enorm helpen in de context van de deelgroep △(G).

Stelling 1.1.14 (Dietzman). Zij G een groep en X ⊆ G een eindige deelverzameling die gesloten is
onder toevoeging. Als er een n bestaat zodat xn = 1 voor alle x ∈ X , dan is ⟨X⟩ een eindige deelgroep
van G.

Bewijs. Zij S = ⟨X⟩ en s ∈ S. Aangezien x−1 = xn−1
voor elke x ∈ X is s een eindig product van

elementen uit X . We zullen bewijzen dat s =
∏

x∈X xk, 1 ≤ k ≤ n − 1, zodat |S| ≤ (n − 1) |X|.
Stel dat

s = x1x2 . . . xl−1xxl+1 . . . xm.

We hervormen dit tot

s = x(x−1x1x)(x2xx
−1) . . . (x−1xl−1x)xl+1 . . . xm

= xx′1x
′
2 . . . x

′
l−1xl+1 . . . xm.

Bij de laatste stap hebben we gebruik gemaakt van het feit dat X gesloten is onder toevoeging.

We hebben dus een x in de uitdrukking van s succesvol naar voor gebracht, zonder de lengte van

die uitdrukking te veranderen. We zien dat wanneer we dit herhaaldelijk toepassen, we s kunnen

hervormen tot een woord van de vorm s =
∏

x∈X xk, 1 ≤ k ≤ n− 1. ■

Lemma 1.1.15. Stel dat G een torsievrije groep is waarvoor△(G) = G, dan is G abels.

Bewijs. Zij x, y ∈ G = △(G) en S = ⟨x, y⟩. We zien dat Z(S) = CG(x) ∩ CG(y) een eindige

index heeft in G en dus ook in S. Zij n := [Z(S) : S], dan is sn ∈ Z(S) voor elke s ∈ S (Lemma

1.1.8). Specifiek is [x, y]n = [xn, yn] = 1, zodat [x, y] = 1, aangezien G torsievrij is. We hebben nu

bewezen dat [x, y] = 1 voor willekeurige x, y ∈ G, zodat G abels is. ■

11



1. Inleidende begrippen

Definitie 1.1.16.

△+(G) = {x ∈ G | x ∈ △(G) en er bestaat een n ∈ N zodat xn = 1}

Lemma 1.1.17. Zij G een groep dan is △+(G) uit Definitie 1.1.16 een karakteristieke deelgroep van
G.

Bewijs. We hebben al bewezen dat △(G) een karakteristieke deelgroep is van G in Lemma 1.1.12.

Dit samen met het feit dat elk automorfisme de orde van een element bewaart, geeft ons reeds dat

△+(G) invariant is onder elk automorfisme van G. We hoeven dus enkel te bewijzen dat △+(G)
een deelgroep is. We zullen bewijzen dat xy−1 ∈ △+(G) voor alle x, y ∈ △+(G). We weten al dat

△(G) een groep is, zodat we enkel nog hoeven te bewijzen dat xy−1
een eindige orde heeft. Stel

dat nx, ny ∈ N zodat xnx = 1 = yny
. Aangezien x, y ∈ △(G) is, zijn xG en yG eindig. We zien

nu dat xG ∪ yG eindig is en dat voor alle z ∈ xG ∪ yG geldt dat znxny = 1. We passen nu Stelling

1.1.14 toe, en bekomen dat ⟨xG ∪ yG⟩ een eindige deelgroep is van G, zodat xy−1 ∈ ⟨xG ∪ yG⟩
eindige orde heeft. Dit geeft ons dat xy−1 ∈ △+(G), zodat △+(G) een deelgroep is. We merkten

al op dat △+(G) invariant is onder automorfismen van G, zodat we kunnen besluiten dat △+(G)
een karakteristieke deelgroep is van G. ■

We geven nog een lemma over △+(G) die van pas zal komen om de stelling van Connel in Hoofd-

stuk 2 te bewijzen.

Lemma 1.1.18. Zij G een groep. Voor elke x ∈ △+(G) is er een eindige normaaldeler N ⊴ G met
x ∈ N .

Bewijs. We zullen dit via de stelling van Dietzman bewijzen. Stel x ∈ △+(G), dan is xG een

eindige verzameling met yn = 1 voor elke y ∈ xG, waarbij n = |x|. We kunnen dus Stelling 1.1.14

toepassen op N := ⟨xG⟩. Dit geeft ons dat N eindig is. We zien dat

N = {xh1xh2 . . . xhm | m ∈ N en {h1, h2 . . . , hm} ⊆ G},

waaruit volgt dat Ng = N voor elke g ∈ G, zodat N een normaaldeler is. ■

1.2 Bi-geordende groepen

Definitie 1.2.1. Een groepG noemen we een bi-geordende groep als er een totale orde ≤ bestaat

op G waarvoor g < h impliceert dat zg < zh en gz < hz voor elke z ∈ G. De orde ≤ noemen we

een bi-orde van G.

Notatie 1.2.2. Zij G een bi-geordende groep. Wanneer we g ≤ h noteren, bedoelen we telkens de

orde ≤ waarvoor de eigenschappen uit Definitie 1.2.1 gelden.

We geven eerst een aantal sterke eigenschappen die direct volgen uit de definitie van een bi-

geordende groep.

Lemma 1.2.3. ZijG een bi-geordende groep, dan gelden de volgende eigenschappen voor g, g′, h, h′ ∈
G en n ∈ N∗:

(i) zij g < h en g′ < h′, dan is gg′ < hh′;

(ii) zij gn = hn, dan is g = h.

12



1. Inleidende begrippen

Bewijs. (i) Stel dat g < h en g′ < h′, dan is gg′ < hg′ en hg′ < hh′, zodat gg′ < hg′ < hh′.
(ii) Stel dat g ̸= h, dan kunnen we zonder verlies van algemeenheid stellen dat g < h. We kunnen

eigenschap (i) herhaaldelijk toepassen om gn < hn te bekomen, een contradictie. ■

Uit het vorig lemma volgt dat bi-geordende groepen torsievrij zijn. Omgekeerd is niet elke torsie-

vrije groep G bi-geordend.

Voorbeeld 1.2.4. De groep G = ⟨a, b | a2 = b2⟩ is torsievrij. Het is duidelijk dat Lemma 1.2.3(ii)

niet geldt, zodat G niet bi-geordend is.

We zullen wel bewijzen dat elke torsievrije abelse groep G bi-geordend is.

Definitie 1.2.5. Zij G een bi-geordende groep. De positieve kegel van G is de verzameling

P (G) = {x ∈ G | 1 < x}.

We geven enkele eigenschappen van een positieve kegel.

Lemma 1.2.6. Zij G een bi-geordende groep en P := P (G) de positieve kegel van G. Dan geldt:

(i) de positieve kegel P is gesloten onder vermenigvuldiging;

(ii) de groep G is de disjuncte unie G = P ∪ P−1 ∪ {1};

(iii) de positieve kegel P is gesloten onder toevoeging in G.

Bewijs. (i) Zij x, y ∈ P , dan is 1 < x en 1 < y, zodat we Lemma 1.2.3 kunnen toepassen om te

bekomen dat 1 < xy, zodat xy ∈ P .

(ii) We zullen bewijzen dat P−1 = {x ∈ G | x < 1}. Het gestelde volgt dan uit het feit dat ≤ een

totale orde is op G. Stel dat x ∈ P−1
, dan is x−1 ∈ P . Aangezien x ̸= 1, is x < 1 of 1 < x, omdat

≤ een totale orde is. Stel dat 1 < x, dan is x ∈ P . Maar dan is ook x−1 ∈ P , zodat we (i) kunnen

toepassen, wat ons xx−1 = 1 ∈ P zou geven, een contradictie.

(iii) Zij x ∈ P , dan hebben we 1 < x. We passen toe dat G een bi-geordende groep is en ver-

menigvuldigen links met g−1
en rechts met g, voor een willekeurige g ∈ G, dan bekomen we dat

1 < g−1xg, zodat g−1xg ∈ P . ■

We tonen nu aan dat G een bi-geordende verzameling is als G een deelverzameling heeft die aan

de eigenschappen van Lemma 1.2.6 voldoet.

Lemma 1.2.7. Zij G een groep en P ⊆ G een deelverzameling waarvoor geldt:

(i) P is gesloten onder vermenigvuldiging;

(ii) de groep G is de disjuncte unie G = P ∪ P−1 ∪ {1};

(iii) P is gesloten onder toevoeging in G.

Dan bepaalt de orde ≤, gedefinieerd door x < y als yx−1 ∈ P , een bi-orde op G met positieve kegel
P .

13



1. Inleidende begrippen

Bewijs. Aangezien G gelijk is aan de disjuncte unie G
(ii)

= P ∪ P−1 ∪ {1}, zien we dat

yx−1 ∈ G = P ∪ P−1 ∪ {1}

voor elke x, y ∈ G. Dit geeft ons dat alle elementen vergelijkbaar zijn met ≤, aangezien voor

willekeurige x, y ∈ G geldt dat

yx−1 ∈ P of (yx−1)−1 ∈ P of yx−1 = 1,

zodat x < y of y < x of x = y. Om te bewijzen dat ≤ een totale orde is hoeven we enkel nog

te bewijzen dat a < b < c impliceert dat a < c. Dit volgt uit het feit dat P gesloten is onder

vermenigvuldiging (i). Namelijk uit a < b volgt dat ba−1 ∈ P en uit b < c volgt dat cb−1
, zodat

ook ca−1 = (cb−1)(ba−1) ∈ P , dus a < c. We bewijzen nu dat de orde invariant is onder linker

vermenigvuldiging. Stel x < y zodat yx−1 ∈ P . Als we (iii) toepassen zien we dat

gyx−1g−1 = (gy)(gx)−1 ∈ P,

zodat gx < gy voor elke g ∈ G. We zien ook snel dat ≤ invariant is onder rechter vermenigvul-

diging. Stel opnieuw dat x < y zodat yx−1 ∈ P , dan is ook xg < yg voor elke g ∈ G aangezien

(yg)(xg)−1 = yx−1 ∈ P . ■

De volgende stelling is een belangrijk resultaat voor abelse groepen. We zullen namelijk bewij-

zen dat abelse groepen een bi-orde hebben als en slechts als ze torsievrij zijn. Deze stelling maakt

gebruik van het keuzeaxioma in de vorm van Zorn’s lemma. Aangezien we abelse groepen be-

schouwen, zullen we de groepsoperatie additief noteren.

Stelling 1.2.8 (Levi, [Lev42]). Zij G een torsievrije abelse groep, dan is G een bi-geordende groep.

Bewijs. We trachten dit te bewijzen door een verzameling P te vinden die aan de condities van

Lemma 1.2.7 voldoet. Merk op dat aangezienG abels is, de derde conditie (iii) uit Lemma 1.2.7 voor

elke deelverzameling van G voldaan is. We zoeken een verzameling P , zodat G = P ∪ −P en

P ∩ −P = {0} en zodat P gesloten is onder additie. Als we zo een verzameling P vinden dan

voldoet P ′ = P \ {0} aan de condities van Lemma 1.2.7, zodat het gestelde volgt.

We definiëren een verzameling S van deelverzamelingen van G als volgt:

S := {P ⊆ G | P + P = P en P ∩ −P = {0}}.

Deze verzameling is niet ledig aangezien {0} ∈ S . De inclusie ⊆ is een partiële orde op S en elke

ketting {Pi ∈ S | i ∈ I} heeft de bovengrens

⋃
i∈I Pi. We kunnen dus Zorn’s lemma toepassen

zodat we een maximaal element P hebben van S . Merk op dat elk element in S , dus ook P gesloten

is onder additie en dat P ∩ −P = {0}. We hoeven dus enkel aan te tonen dat G = P ∪ −P . Dit

zullen we in twee stappen doen:

(i) voor elke x ∈ G geldt dat, als kx ∈ P voor een bepaalde k ∈ N∗
, dan is x ∈ P ;

(ii) voor elke x ∈ G geldt dat x ∈ P of −x ∈ P .

Merk op dat (ii) equivalent is aan G = P ∪ −P .

(i) We tonen aan dat

P = {x ∈ G | kx ∈ P voor een bepaalde k ∈ N∗}.

Stel Q := {x ∈ G | kx ∈ P voor een bepaalde k ∈ N∗}, dan is P ⊆ Q. Als we kunnen

bewijzen dat Q ∈ S , dan is P = Q aangezien P maximaal is in S . Zij x, y ∈ Q, dan is

14
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k1x, k2y ∈ P voor bepaalde k1, k2 ∈ N∗
, zodat ook k1k2(x + y) ∈ P , en dus x + y ∈ Q.

De verzameling Q is dus gesloten onder additie. Stel nu dat x ∈ Q ∩ −Q, dan is k1x ∈ P
en −k2x ∈ P voor bepaalde k1, k2 ∈ N∗

, zodat zowel −k1k2x ∈ P en k1k2x ∈ P , zodat

k1k2x = 0. Dit geeft ons x = 0 omdat G torsievrij is. We hebben dus Q + Q = Q en

Q ∩ −Q = {0}, zodat Q ∈ S , wat ons P = Q geeft en (i) bewijst.

(ii) Stel dat −x /∈ P , we zullen bewijzen dat x ∈ P door aan te tonen dat

P = Px := {y + nx | y ∈ P en n ∈ N}.

Dit doen we opnieuw door na te gaan dat Px ∈ S , wat P = Px oplevert, aangezien P ⊆ Px

en P maximaal is in S . We bewijzen eerst dat Px gesloten is onder additie. Stel dat yi ∈ P
en ni ∈ N met i ∈ {1, 2}, dan is

(y1 + n1x) + (y2 + n2x) = (y1 + y2) + (n1+2)x ∈ Px,

omdat y1 + y2 ∈ P en n1 + n2 ∈ N. Kies nu y ∈ Px ∩ −Px, dan is

y1 + n1x = −(y2 + n2x) = y,

(y1 + y2) = −(n1 + n2)x.

Aan de linkerkant hebben we y1 + y2 ∈ P , maar aangezien −x /∈ P , hebben we wegens (i)

dat n(−x) /∈ P voor elke n ∈ N∗
, zodat

y1 + y2 = n1 + n2 = 0.

Aangezien n1, n2 ∈ N en n1 + n2 = 0, is n1 = n2 = 0. Er geldt ook dat y1 = −y2 ∈
P ∩ −P = {0}, zodat y = y1 + n1x = 0. We hebben dus bewezen dat Px + Px = Px en

Px ∩ −Px = {0}, zodat Px ∈ S en dus P = Px; specifiek is x ∈ P .

Er bestaat dus een deelverzameling P ⊆ G vanG zodat P +P = P , P ∪P = G en P ∩−P = {0}.

We zien dat de verzameling P ′ := P \ {0} voldoet aan de condities van Lemma 1.2.7, zodat G een

bi-geordende groep is. ■

1.3 Groepringen

In deze sectie zullen we groepringen bespreken in het algemeen bespreken. We definiëren de be-

langrijke begrippen. In de volgende hoofdstukken zullen we dan specifieker gaan kijken naar groep-

ringen van eindige en torsievrije groepen.

Definitie 1.3.1. Stel dat G een groep is en R een ring is, dan is de groepringRG de verzameling

van eindige lineaire combinaties∑
g∈G

rgg | rg ∈ R, met slechts een eindig aantal rg ̸= 0


waar de operaties (+, ·) : RG×RG→ RG gedefinieerd zijn als:∑

g∈G
rgg +

∑
h∈G

r′hh =
∑
g∈G

(rg + r′g)g;∑
g∈G

rgg ·
∑
h∈G

r′hh =
∑

g,h∈G
(rg.Rr

′
h)(g.Gh).
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Merk op dat we elk element g ∈ G kunnen identificeren met 1Rg ∈ RG en elk element r ∈ R met

r1g ∈ RG. Vanaf nu zullen we dus ook verwijzen naar elementen van G en R als elementen van

RG, dus G,R ⊆ RG. We voeren ook het begrip support in voor elementen α ∈ RG:

α =
∑
g∈G

rgg supp(α) = {g ∈ G|rg ̸= 0}.

Merk op dat supp(α) telkens een eindige verzameling is. We zien dat α =
∑

g∈supp(α) rgg. Het is

duidelijk dat de groepringRG een additieve groep is met neutraal element 0. We zien ook dat 1 het

neutraal element is van de vermenigvuldiging in RG en dat RG een vrij linker R-moduul is.

Opmerking 1.3.2. Het is duidelijk dat RG een commutatieve ring is als en slechts als R commu-

tatief is en G abels is.

Opmerking 1.3.3. Groepringen RG hebben een universele eigenschap, namelijk dat voor elk

ringmorfisme ϕ : R → S en elk groepsmorfisme ψ : G → U(S) er een uniek ringmorfisme

π : RG→ S bestaat dat zowel ϕ als ψ uitbreidt. Dit morfisme is gedefinieerd als

π(
∑
g∈G

agg) =
∑
g∈G

ϕ(ag)ψ(g).

Definitie 1.3.4. Als K een veld is, zien we dat KG de vectorruimte over K is met basis G. De

groepring KG wordt dan ook een groepalgebra genoemd.

Voorbeeld 1.3.5. (i) Als Cn de cyclische groep van orde n is, dan is RCn
∼= R[x]

(xn−1) .

(ii) Als Z de ring van de gehele getallen is, dan is RZ ∼= R[x, x−1].

Opmerking 1.3.6. We zullen soms voor de duidelijkheid groepringen noteren als R[G].

Lemma 1.3.7. Stel dat R een commutatieve ring is en dat G,H groepen zijn, dan geldt

R[G×H] ∼= RG⊗RH.

Bewijs. Beide R[G×H] en RG⊗RH zijn vrije R-modules met basissen {(g, h) | g ∈ G, h ∈ H}
en {g ⊗ h | g ∈ G, h ∈ H} respectievelijk. Dit betekent dat we de bijectie (g, h) 7→ g ⊗ h tussen

de basissen R-lineair kunnen uitbreiden tot een isomorfisme. Het is makkelijk te controleren dat

deze afbeelding ook multiplicatief is, zodat R[G×H] ∼= RG⊗RH . ■

Lemma 1.3.8. Als A een algebra over een commutatieve ring R is, dan geldt dat A⊗RG ∼= AG.

Bewijs. We kunnen elk element van A⊗RG schrijven als

a⊗
∑
g∈G

rgg =
∑
g∈G

(rga⊗ g),

waarbij a ∈ A en

∑
g∈G rgg ∈ RG. Als ag := rga ∈ A, dan zien we dat de afbeelding

A⊗RG→ AG, a⊗
∑
g∈G

rgg 7→
∑
g∈G

agg

een multiplicatief isomorfisme is. ■
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Gevolg 1.3.9. Stel dat R een commutatieve ring is en dat G,H groepen zijn, dan geldt

R[G×H] ∼= RG[H].

Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit Lemma 1.3.7 en Lemma 1.3.8. ■

Definitie 1.3.10. Stel dat R een ring is.

(i) Als a een element van R is zodat er een x ∈ R bestaat met ax = 0 (resp. xa = 0), dan

noemen we a een linker nuldeler (resp. rechter nuldeler). Een element dat ofwel een

linker ofwel een rechter nuldeler is, noemen we een nuldeler.

(ii) Als a ∈ R zodat er een x ∈ R bestaat zodat ax = 1 (resp. xa = 1) dan noemen we a
een linker eenheid (resp. rechter eenheid). Een element dat zowel een linker als rechter

eenheid is, noemen we een eenheid.

Opmerking 1.3.11. We zullen ook verwijzen naar linker (resp. rechter) eenheden als links (resp.

rechts) inverteerbare elementen. Eenheden zelf noemen we dan inverteerbaar.

Tot slot definiëren we de eenheidsgroep van een groepring. Dit begrip zal van groot belang zijn in

deze thesis.

Definitie 1.3.12. Zij R een ring dan noemen we de volgende deelverzameling de eenheidsgroep
vanR:

U(R) = {a ∈ R | ∃b ∈ R zodat ab = ba = 1} .

Het is duidelijk dat dit een deelgroep van (R, ·) is. Specifiek voor een groepring RG zien we dat

{rg ∈ RG | g ∈ G, r ∈ U(R)} ⊆ U(RG) aangezien de elementen rg als inverse r−1g−1
hebben.

Dit soort eenheden noemen we triviale eenheden.

1.3.1 De augmentatieafbeelding

Definitie 1.3.13. Als RG een groepring is, dan definiëren we de augmentatieafbeelding ω als

de afbeelding ω : RG→ R,
∑

g∈G rgg 7→
∑

g∈G rg.

Lemma 1.3.14. De augmentatieafbeelding is het R-lineair ringmorfisme dat elk element g ∈ G ⊆
RG naar 1 stuurt.

Bewijs. Het is duidelijk dat ω(g) = 1 voor alle g ∈ G. We moeten enkel nog aantonen dat ω(αβ) =
ω(α)ω(β) voor α, β ∈ RG. Stel dat

α =
∑
g∈G

rgg, β =
∑
h∈G

r′hh.

We berekenen ω(αβ):

ω

∑
g∈G

rgg ·
∑
h∈G

r′hh

 = ω

 ∑
g,h∈G

rgr
′
h(gh)

 =
∑

g,h∈G
rgr

′
h

=
∑
g∈G

rg ·
∑
h∈G

r′h = ω(
∑
g∈G

rgg)ω(
∑
h∈G

r′hh).

■
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Aangezien deze afbeelding een ringmorfisme is, hebben we dat ω : U(RG) → U(R). Dit zullen we

vaak gebruiken als nodige voorwaarde voor een eenheid inRG. We kunnen de augmentatieafbeel-

ding als volgt veralgemenen voor elke normaaldeler N van G als volgt.

Definitie 1.3.15. Als R een ring is en G een groep met normaaldeler N ⊴ G, dan definiëren we

de augmentatieafbeelding ωN moduloN als de afbeelding

ωN : RG→ R[G/N ],
∑
g∈G

rgg 7→
∑
g∈G

rggN.

We zien gemakkelijk dat ωN een ringmorfisme is en dat ωG overeenkomt met ω.

Aan de hand van de augmentatieafbeelding kunnen we ook een deelgroep van de eenheidsgroep

U(RG) van een groepring definiëren.

Definitie 1.3.16. Zij RG een groepring en U(RG) de eenheidsgroep. We noemen een eenheid

α ∈ U(RG) genormaliseerd als ω(α) = 1, waarbij ω de augmentatieafbeelding is. We noteren de

verzameling van alle genormaliseerde eenheden als

V(RG) = {α ∈ U(RG) | ω(α) = 1}.

Lemma 1.3.17. ZijG een groep enR een commutatieve ring, dan geldt voor de eenheidsgroep U(RG)
dat

U(RG) ∼= U(R)× V(RG) .

Bewijs. Zij u ∈ U(RG), dan is ω(u) ∈ U(R) en ω(u)−1u ∈ V(RG), zodat (ω(u), ω(u)−1u) ∈
U(R)× V(RG). Het gestelde volgt nu uit het volgende morfisme en zijn inverse.

ϕ : U(RG) → U(R)× V(RG) , u 7→ (ω(u), ω(u)−1u)

ϕ−1 : U(R)× V(RG) → U(RG) , (r, v) 7→ rv

■

Voorbeeld 1.3.18. Voor de integrale groepring ZG van een groep G geldt dat

U(ZG) ∼= V(ZG)× C2.

We zien dus dat U(ZG) = ±V(ZG). We zullen vaak eigenschappen bewijzen voor V(ZG), maar

deze vertalen zich dus gemakkelijk naar eigenschappen van U(ZG).

1.4 Ordes

In deze sectie bespreken we kort ordes van eindig dimensionale Q-algebra’s. Deze zullen een rol

spelen in het laatste deel over cut groepen. Het feit datZG een orde is vanQG kunnen we uitbuiten

om via QG info te verkrijgen over ZG. Het boek Maximal ordes van Irving Reiner [Rei75] is een

standaardwerk voor de theorie van ordes.

Definitie 1.4.1. Zij A een eindig dimensionale Q-algebra en O een deelring van A. We noemen

O een orde in A als de volgende eigenschappen gelden:
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(i) O bevat een basis van A als Q-algebra;

(ii) O is een eindig voortgebracht Z-deelmoduul van A.

Opmerking 1.4.2. Zij A een eindig dimensionale Q-algebra. Dan bestaat er altijd minstens één

maximale orde (met betrekking tot ⊆) van A, zie [Rei75] Sectie 10.

We geven een aantal belangrijke voorbeelden.

Voorbeeld 1.4.3. Zij A en B eindig dimensionale Q-algebra’s.

(i) Als OA een orde is in A en OB een orde in B, dan is OA ×OB een orde in A×B.

(ii) Als O een orde is van A, dan is Mn(O) een orde in Mn(A), waarbij n ∈ N.

(iii) Zij G een eindige groep, dan is ZG een orde in QG.

Herinner dat een getallenveld een eindige velduitbreiding van Q is. De volgende stelling zal van

groot belang zijn.

Stelling 1.4.4 (Eenheidstelling van Dirichlet). Zij F een getallenveld enO een orde in F . Stel dat F ,
r reële inbeddingen heeft en s paren complexe inbeddingen heeft, dan is

U(OF ) = T ×A,

waarbij T de eindige cyclische groep is van de eenheidswortels uit F en A een vrije abelse groep van
rang r + s− 1 is.

Zonder bewijs. ■⧸

In het specifieke geval dat U(O) eindig is, is er een interessant gevolg van dit resultaat.

Gevolg 1.4.5. Zij F een getallenveld en O een orde in F . Als U(O) eindig is, dan is

F ∈ {Q,Q(
√
−d)},

waarbij d ∈ N∗.

Bewijs. We zagen dat U(O) = T ×A, waarbij T de eindige cyclische groep is enA een vrije abelse

groep van rang r + s − 1. Aangezien U(O) eindig is, zien we dat r + s − 1 = 0. Dit geeft ons

dat ofwel r = 1 en s = 0, ofwel s = 1 en r = 0. In het eerste geval zien we dat F slechts één

reële inbedding heeft en geen complexe, zodat F = Q. In het tweede geval heeft F slechts één paar

complexe inbeddingen en geen reële, zodat F = Q(
√
−d), met d ∈ N∗

. ■

Lemma 1.4.6. Zij A een eindig dimensionale Q-algebra en O een orde in A. Voor elke orde O′ in A
bestaat er een r ∈ Z zodat rO′ ⊆ O.

Bewijs. We weten datO′
eindig voortgebracht wordt alsZ-moduul. Stel dat {a1, . . . , an} een voort-

brengende verzameling is van O′
. De orde O bevat een basis van A als Q-algebra. Elke generator

ai van O′
is dus een lineaire combinatie van elementen uit O met coëfficiënten in Q. Voor elke

generator bestaat er dus een si ∈ Z zodat siai ∈ O. We zien nu dat als s :=
∏n

i si, dan sai ∈ O
voor elke i ∈ {1, . . . , n}. Natuurlijk is nu ook sO′ ⊆ O. ■

Lemma 1.4.7. Zij A een eindig dimensionale Q-algebra, B een Q-deelalgebra van A en zij O,O′

ordes van A. Dan gelden de volgende uitspraken:eindig dimensionale Q-algebra’s.
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(i) de doorsnede O ∩O′ is een orde in A;

(ii) de doorsnede O ∩B is een orde in B.

Bewijs. (i) Het is duidelijk dat O∩O′
een eindig voortgebrachtZ-deelmoduul is vanA en een deel-

ring is van A. We hoeven dus enkel te bewijzen dat O ∩ O′
een basis van A bevat als Q-algebra.

Uit het vorig lemma volgt dat er een s ∈ Z bestaat zodat sO′ ⊆ O ∩ O′
. Het is duidelijk dat sO′

een basis van A bevat als Q-algebra, zodat hetzelfde geldt voor O∩O′
. Dit bewijst dat O∩O′

een

orde is van A.

(ii) Het is duidelijk dat O ∩ B een deelring is van B en dat O ∩ B een eindig voortgebracht Z-

deelmoduul van B is. De deelalgebra B heeft een eindige basis. Als we dezelfde redenering toe-

passen als in Lemma 1.4.6, dan vinden we een r ∈ Z zodat rB ⊆ O. Dit maakt het duidelijk dat

O ∩B een basis van B als Q-algebra bevat. Dit bewijst dat O ∩B een orde in B is. ■

Gevolg 1.4.8. Zij A een eindig dimensionale Q-algebra en zij O een orde in A. Dan is het centrum
Z(O) een orde in Z(A).

Bewijs. We bewijzen datZ(A)∩O = Z(O). Het gestelde volgt dan uit Lemma 1.4.7. Het is duidelijk

dat Z(A) ∩ O ⊆ Z(O). Stel dat a ∈ Z(O), dan commuteert a met een basis van A als Q-algebra,

zodat a ∈ Z(A). Dit bewijst de omgekeerde inclusie, zodat Z(A) ∩ O = Z(O). ■

Stelling 1.4.9. ZijA een eindig dimensionaleQ-algebra enO,O′ ordes vanA. Dan heeft U(O ∩O′)
een eindige index in O.

Bewijs. Wegens Lemma 1.4.7 is O ∩O′
een orde in A. We kunnen er dus vanuit gaan dat O′ ⊆ O.

Er bestaat volgens Lemma 1.4.6 een r zodat rO ⊆ O′
. Merk op dat O/rO een eindig voortgebracht

torsie Z-moduul is, zodat O/rO eindig is. Stel dat x, y ∈ U(O) en x ≡ y mod rO. We zien dat

x − y ∈ rO, zodat xy−1 − 1 ∈ rO ⊆ O′
. Hieruit volgt dat xy−1 ∈ O′ ∩ U(O) ⊆ O′

. Uit x ≡ y
mod rO volgt dus dat x ∈ yU(O′), zodat

[U(O) : O′] ≤ [O : rO] < +∞.

Wat het gestelde bewijst. ■

1.5 Karakters

In deze sectie bespreken we kort karakter. We gaan ervan uit dat de lezer enige voorkennis van

representatie theorie heeft. In de context van deze thesis, is [Hup13] Hoofdstuk V aan te raden.

Definitie 1.5.1. Zij G een eindige groep.

(i) Een representatie van G is een groepsmorfisme ρ : G → GL(V ), waarbij V een n-

dimensionale C-vectorruimte is.

(ii) Als ρ een representatie is van G, dan definiëren we het karakter van ρ als de afbeelding

χ : G→ C, g 7→ sp(ρ(g)).

De verzameling karakters van G noteren we als Kar(G).
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Definitie 1.5.2. Zij G een eindige groep. Een representatie ρ : G → GLn(V ) noemen we irre-
ducibel als er geen deelruimte W ≤ V bestaat zodat W ρ(g) = W voor alle g ∈ G. Het karakter

van een irreducibele representatie noemen we ook irreducibel. De verzameling van irreducibele re-

presentaties van een groep zullen we noteren als Irr(G). We zullen ook misbruik maken van deze

notatie en χ ∈ Irr(G) noteren voor een karakter χ wanneer χ irreducibel is.

Opmerking 1.5.3. Voor een irreducibel karakters χ is de representatie uniek bepaald. We zullen

dus in dit geval vaak spreken over de representatie van een karakter.

Stelling 1.5.4 (Maschke). Zij G een eindige groep en zij F een veld van karakteristiek q. Als q ∤ |G|,
dan is de groepalgebra FG semisimpel.

Zonder bewijs. Zie [Lan05], Hoofdstuk XVIII Stelling 1.2. ■⧸

Stelling 1.5.5 (Artin-Wedderburn). Zij A een eindig-dimensionale algebra. Als A semisimpel is, dan
bestaat er een k ∈ N zodat

A ∼=Mn1(D1)× · · · ×Mnk
(Dk),

waarbij Di een lichaam is voor elke i ∈ {1, . . . , k}.

Deze uitdrukking van een semisimpele algebra als direct product van matrixringen noemt men ook

de Wedderburn-decompositie.

Opmerking 1.5.6 ([Hup13] Hoofdstuk V Stelling 4.5.). Zij G een eindige groep. Wegens de

stelling van Maschke geeft is de groepalgebra QG semisimpel is. er geldt dus dat

QG ∼=Mn1(D1)× · · · ×Mnk
(Dk).

Men kan bewijzen dat k = |Irr(G)|. In het geval van CG geldt zelfs dat

CG ∼=Mn1(C)× · · · ×Mnk
(C).

Zij F een deelveld van C, met decompositie F ∼=
∏k

i=1Mni(Di). Stel dat ρ ∈ Irr(G), dan geldt er

dat

ρ(FG) ∼=Mnj (Dj), ker(ρ) =
k∏

i=1,
i ̸=j

Mni(Di),

FG ∼=
∏

ρ∈Irr(G)

ρ(FG).

Op die manier verkrijgen we de Wedderburn decompositie uit de irreducibele karakters. Er is dus

een 1 op 1 relatie tussen de componenten van de Wedderburn-decompositie en de irreducibele

representaties van G. Aangezien er ook een 1 op 1 relatie is tussen de irreducibele karakters en de

representaties zullen we voor een irreducibel karakter χ ook spreken van het component gelinkt

aan χ.

Lemma 1.5.7. Zij G een eindige groep. De volgende uitspraken gelden voor elk karakter χ van G.

(i) Als g ∼ h, dan is χ(g) = χ(h).
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1. Inleidende begrippen

(ii) χ(g−1) = χ(g).

Zonder bewijs. [Hup13] Hoofdstuk V Stelling 5.9. ■⧸

Notatie 1.5.8. Zij G een eindige groep en R een ring.

(i) Zij g, h ∈ G. Als er een x ∈ G bestaat waarvoor x−1gx = h, dan noteren we dit als g ∼ h.

(ii) Zij u, v ∈ RG. Als er een α ∈ U(RG) bestaat waarvoor α−1uα = v, dan noteren we dit als

u ∼R v.

We breiden deze definities uit voor deelverzamelingen H,H ′ ≤ V(RG). We noteren H ∼R H ′

wanneer er een α ∈ U(RG) bestaat zodat α−1Hα = H ′
.

1.5.1 Het karakterveld

We definiëren een specifieke velduitbreiding voor een veld gegeven een karakter van een groep.

We zullen zien dat deze natuurlijk opduikt in de Wedderburn-decompositie.

Definitie 1.5.9. Zij G een eindige groep en F een veld. Voor elk karakter χ van G definiëren

we het karakterveld, Q(χ) als de kleinste velduitbreiding van Q die alle karakterwaarden χ(g)
bevat, namelijk

Q(χ) := Q(χ(g) | g ∈ G).

Lemma 1.5.10. Zij G een groep van orde n. Dan is voor elk karakter χ het karakterveld Q(χ) een
deelveld van Q(ζ), met ζ een primitieve n-de eenheidswortel.

Bewijs. Zij χ het karakter van de representatie ρ : G→ GLk(C). Voor elke g ∈ G is gn = 1, zodat

ρ(g)n = ρ(gn) = ρ(1) = Ik. We zien dus dat ρ(g) een matrix is van eindige orde. Dit geeft ons dat

ρ(g) diagonaliseerbaar is, zodat ρ(g) = P−1DP , met D een diagonaalmatrix. Stel dat

D =


λ1

λ2
.
.
.

λk

 ,

dan zijn {λ1, . . . , λk} precies de eigenwaarden van ρ(g). Aangezien

ρ(g)n = (P−1DP )n = P−1DnP = Ik,

zien we dat Dn = Ik. We zien dat het i-de diagonaal element van Dn
juist λni is zodat Dn = Ik

ons λni = 1 voor elke i ∈ {1, . . . , k} geeft. Aangezien χ(g) de som van deze λi is, zien we dat

Q(χ(g)) ≤ Q(ζ). Aangezien g en χ willekeurig waren, geldt dat Q(χ) ≤ Q(ζ). ■

Als gevolg van dit lemma zien we dat Q(χ)/Q een Galois-uitbreiding is.

Gevolg 1.5.11. Zij G een eindige groep van orde n, ζ een primitieve n-de eenheidswortel en χ een
karakter van G. De volgende uitspraken gelden:

(i) de velduitbreiding Q(χ)/Q is een Galois-uitbreiding;

(ii) elk automorfisme σχ ∈ Gal(Q(χ)/Q) kan uitgebreid worden tot een automorfisme

σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) ∼= (Z/nZ)∗.
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1. Inleidende begrippen

Bewijs. Uit het vorig lemma volgt dat Q ≤ Q(χ) ≤ Q(ζ). Omdat de Galoisgroep van Q(ζ)/Q
abels is ([Lan05] Hoofdstuk VI, Stelling 3.1), zien we via de hoofdstelling van de Galoistheorie dat

Q′/Q een Galois-uitbreiding is voor elk tussenveld Q ≤ Q′ ≤ Q(ζ). Specifiek is dus ook Q(χ)/Q
een Galois-uitbreiding. De tweede eigenschap volgt nu uit de eerste en uit het feit dat Q(χ) een

tussenveld is van Q en Q(ζ). ■

Opmerking 1.5.12. Zij χ een irreducibel karakter van een eindige groepG en σ ∈ Gal(Q(χ)/Q).
Dan is χσ := σ ◦ χ ook een irreducibel karakter van G.

Lemma 1.5.13. Zij G een eindige groep en

QG ∼=Mn1(D1)× · · · ×Mnk
(Dk)

deWedderburn-decompositie vanQG. Zijχ een irreducibel karakter vanG enMni(Di) het component
gelinkt aan χ. Dan is het karakterveld Q(χ) gelijk aan het centrum Z(Di), namelijk

Q(χ) = Z(Di).

Bewijs. We bewijzen eerst dat Z(Di) ⊆ Q(χ). Zij ρ de representatie van χ, dan is ρ(QG) =
Mni(Di). Stel dat z ∈ Z(Di), dan is ρ(α) = zIni voor een zekere α ∈ QG. Er geldt dat χ(α) = nz,

zodat z ∈ 1
nχ(α). Zij α =

∑
g∈G agg, dan is χ(α) =

∑
g∈G agχ(g) want χ is lineair, zodat χ(α) ∈

Q(χ) en bijgevolg ook z ∈ Q(χ). Dit bewijst dat Z(Di) ⊆ Q(χ). Om de omgekeerde inclusie

te bewijzen, beschouwen we voor een willekeurige x ∈ G, het element x̃ :=
∑

g∈xG xg ∈ QG.

Het is duidelijk dat x̃g = x̃ voor elke g ∈ G, zodat x̃ commuteert met heel G, en bijgevolg met

heel de groepalgebra QG, waaruit volgt dat x̃ ∈ Z(QG). Hieruit volgt dat ρ(x̃) ∈ Z(Mni(Di)),
zodat ρ(x̃) = zIni voor een z ∈ Z(Di). We zien dat χ(x̃) = niz. Herinner dat toegevoegde

elementen in G hetzelfde beeld onder een karakter hebben, zodat χ(x̃) =
∣∣xG∣∣χ(x). Dit geeft

ons dat

∣∣xG∣∣χ(x) = niz, zodat χ(x) = ni

|xG|z ∈ Z(Di), wat ons de inclusie Q(χ(x)) ⊆ Z(Di)

geeft. Aangezien x ∈ Gwillekeurig gekozen was, zien we datQ(χ) ⊆ Z(Di), zodat beide inclusies

bewezen zijn en we Q(χ) = Z(Di) bekomen.

■

We voeren eerst een aantal begrippen in die we nodig zullen hebben om de orthogonaliteit stelling

van Schur te bewijzen.

Definitie 1.5.14. Zij χ en ψ twee karakters van een eindige groep G.

(i) Voor elke g ∈ G definiëren we de afbeelding

Tg : Kar(G) → C, χ 7→ χ(g).

Merk op dat voor g ∼ h de afbeeldingen Tg en Th samenvallen.

(ii) We definiëren het inproduct tussen twee karakters als

⟨χ, ψ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g).

(iii) We definiëren het inproduct tussen twee afbeeldingen Tg, Th als

⟨Tg, Th⟩ =
1

|hG|
∑

χ∈Irr(G)

Tg(χ)Th(χ).
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We geven nu een zeer gekend resultaat binnen de karaktertheorie, namelijk Schur’s orthogonale

relaties.

Stelling 1.5.15 (Schur). Zij χ en ψ irreducibele karakters van G, dan geldt dat

⟨χ, ψ⟩ =

{
1 als χ = ψ,

0 anders.
, ⟨Tg, Th⟩ =

{
1 als g ∼ h,

0 anders.

Bewijs. Zie bijvoorbeeld [Hup13] Hoofdstuk V Stelling 5.8. ■

Gevolg 1.5.16. Zij G een eindige groep.

(i) De irreducibele karakters van G zijn lineair onafhankelijk.

(ii) De afbeeldingen Tg zijn lineair onafhankelijk, met g ∈ G.

Bewijs. Stel dat

∑
χ∈Irr(G) λχχ = 0 met λχ ∈ C. Beschouw voor elke χ ∈ Irr(G) het inproduct

0 = ⟨0, χ⟩ = ⟨
∑

χ∈Irr(G)

λχχ, χ⟩ = λχ⟨χ, χ⟩ = λχ.

We zien dan dat alle coëfficiënten λχ gelijk aan nul zijn, wat de lineaire onafhankelijkheid bewijst.

Het bewijs voor de lineaire onafhankelijkheid van de afbeeldingen Tg is volledig analoog. ■

Lemma 1.5.17 ([MS84]). Zij G een eindige groep. Als F ≤ K twee oneindig grote velden zijn, dan
zijn α, β ∈ FG toegevoegd in FG als en slechts als ze toegevoegd zijn inKG.

Bewijs. We zullen enkel de niet-triviale implicatie bewijzen, namelijk

α ∼K β =⇒ α ∼F β.

We zoeken dus een eenheid u ∈ U(FG) zodat u−1αu = β. We zoeken eerst een element u
waarvoor αu = uβ. Stel dat G = {g1, . . . , gn}, dan is elke u ∈ FG te schrijven als u =

∑n
1 rigi.

Nu levert de vergelijking αu− uβ = 0 het volgende stelsel van lineaire vergelijkingen:

MX = 0, M ∈Mn(F ), X =

v1...
vn

 ∈ Kn.

Aangezien M ∈ Mn(F ) bestaan er l onafhankelijke vectoren {v1, . . . , vl} ⊆ Fn
zodat elke oplos-

sing X ∈ Fn
(respectievelijk X ∈ Kn

) een lineaire combinatie van v1, . . . , vl is, met coëfficiënten

in F (respectievelijk K). We weten dat 1 ≤ l omdat uit het gegeven volgt dat er een u′ ∈ U(KG)
bestaat zodat αu′ = u′β. Het feit dat 1 ≤ l geeft dus dat er een elementen u ∈ FG bestaat

zodat αu = uβ. We hoeven enkel nog zo’n element te vinden dat ook inverteerbaar is. Aange-

zien FG een eindig dimensionale algebra is, weten we dat elk element ofwel een eenheid of een

nuldeler is. Zij ρ de reguliere representatie van G en ρ(X) := x1ρ(g1) + · · · + xnρ(gn), voor

X = (x1, . . . , xn)
T ∈ Kn

. We zien dat u = x1g1+ · · ·+xngn ∈ KG een nuldeler is als en slechts

als det ρ(X) = 0. Een oplossingu ∈ KG vanαu = uβ is telkens van de vormu = x1g1+· · ·+xngn
met X = s1v1 + · · ·+ slvl waarbij si ∈ K . Zo’n oplossing is een nuldeler als

ϕ(s1, . . . , sl) := det (s1ρ(v1) + · · ·+ slρ(vl)) = 0.
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1. Inleidende begrippen

Het is duidelijk dat ϕ(s1, . . . , sl) een n-de-graadspolynoom is met coëfficiënten in F aangezien

ρ(vi) ∈Mn(F ) voor elke i. We weten dat niet elk coëfficiënt nul is aangezien het gegeven ons een

inverteerbaar element v ∈ U(KG) geeft waarvoor αv = vβ. Omdat F een oneindig veld is, en ϕ
een niet-nulpolynoom is, zullen er r1, . . . , rl bestaan waarvoor ϕ(r1, . . . , rl) ̸= 0. Dit geeft ons een

u ∈ FG waarvoor αu = uβ die geen nuldeler is. Deze u is inverteerbaar, zodat u−1αu = β. We

zien dus dat α ∼F β, hetgeen we wouden bewijzen. ■

Lemma 1.5.18. Zij G een eindige groep en zij u, v ∈ U(ZG). De eenheden u en v zijn rationeel
toegevoegd aan elkaar als en slechts als ρ(u) en ρ(v) toegevoegd zijn voor elke irreducibele complexe
representatie ρ.

Bewijs. We beschouwen de Wedderburn decompositie van CG ∼=Mn1(C)× · · · ×Mnk
(C) en we

weten dat

Φ :=
∏

ρ∈Irr(G)

ρ, x 7→ ρ1(x)× · · · × ρk(x),

een expliciet isomorfisme is, waarbij {ρ1, . . . , ρk} = Irr(G). Veronderstel dat u ∼Q v voor u, v ∈
U(ZG). Dan is ook u ∼C v. Dit betekent dat Φ(u) en Φ(v) ook toegevoegd zijn aan elkaar, zodat

voor elke irreducibele complexe representatie ρ geldt dat ρ(u) en ρ(v) toegevoegd zijn. Omgekeerd

veronderstellen we nu dat voor elke irreducibele complexe representatie ρ geldt dat ρ(u) en ρ(v)
toegevoegd zijn. Zij Mρ het element waarvoor M−1

ρ ρ(u)Mρ = ρ(v). Dan zien we dat

M−1Φ(u)M = Φ(v) waarbij M :=Mρ1 × · · · ×Mρk ,

zodat (Φ−1(M))−1u(Φ−1(M)) = v. We zien dus dat u ∼C v. Uit Lemma 1.5.17 volgt dat

u ∼Q v,

hetgeen we wouden bewijzen. ■
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2Groepringen van torsievrije groepen

In dit hoofdstuk werpen we een blik op groepringen van groepen die torsievrij zijn. Deze situatie

is helemaal anders dan wanneer de groep eindig is. Men ziet dit al direct aan het feit dat men geen

wedderburn-decompositie heeft. Dit hoofdstuk zal korter zijn en eerder dienen als referentie om

de theorie van groepringen van torsievrije groepen en eindige groepen te vergelijken. We zullen

ons voornamelijk richten op de Kaplansky problemen. Dit zijn een aantal problemen rondom de

structuur van een groepalgebra KG waarbij G torsievrij is en K een veld. We sommen de proble-

men op en geven de onderlinge verbanden ertussen. Voor dit hoofdstuk heeft men een basiskennis

ringtheorie nodig, zie bijvoorbeeld [Lam01].

2.1 De Kaplansky problemen

Probleem 2.1.1 (Idempotenten). Zij G een torsievrije groep en K een veld. Bevat de groepalge-

bra KG enkel triviale idempotenten?

Probleem 2.1.2 (Nuldeler). Zij G een torsievrije groep en K een veld. Is KG een domein?

Probleem 2.1.3 (Eenheden). Zij G een torsievrije groep en K een veld. Heeft de groepalgebra

KG enkel triviale eenheden, zodat

U(KG) = {λg | λ ∈ K, g ∈ G}?

Probleem 2.1.4 (Semisimpel). ZijG een torsievrije groep enK een veld. Is de groepalgebraKG
semisimpel, i.e. J(KG) = {0}?

Deze problemen worden toegekend aan Kaplansky. Hij vermoedde een positief antwoord op deze

problemen. Men spreekt daarom ook over de Kaplansly vermoedens, de bekendste zijnde het eenhe-

denvermoeden en het nuldelervermoeden. Deze verschenen samen in [Kap70]. Wij verwoorden het

als problemen aangezien er al tegenvoorbeelden gevonden zijn voor de meeste problemen. Recent

vond Gilles Gardam in [Gar21] een tegenvoorbeeld voor het eenhedenprobleem. Het nuldelerver-

moeden is nog steeds open.

Stelling 2.1.5. Zij G een torsievrije groep enK een veld. Dan zijn de Kaplansky problemen als volgt
verbonden:

2.1.4 ⇐= 2.1.3 =⇒ 2.1.2 =⇒ 2.1.1.

Merk op dat de implicatie tussen nuldelers en idempotenten triviaal is. Als e ∈ KG een idempotent

is, dan volgt namelijk dat e(1−e) = 0, zodat een niet-triviaal idempotent het toelaat een niet-triviale

nuldeler te vormen. We zullen eerst aantonen dat als KG enkel triviale eenheden heeft, de algebra

dan ook semisimpel is.
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Stelling 2.1.6. Zij G een torsievrije groep en K een veld. Als de groepalgebra KG geen niet-triviale
eenheden heeft dan is J(KG) = {0}, i.e. KG is semisimpel.

Bewijs. Stel dat α ∈ J(KG), dan is 1 − rαs inverteerbaar voor alle r, s ∈ KG. Volgens onze

aanname is elke eenheid triviaal, zodat voor alle r, s ∈ KG het element 1 − rαs van de vorm λg
met λ ∈ K∗

en g ∈ G. We passen dit toe en bekomen het volgende:

1− α = λg;

1− αg = µh, waarbij g, h ∈ G en λ, µ ∈ K∗,

zodat

1− (1− λg)g = 1− g + λg2 = µh.

We zien dat h een lineaire combinatie is van {1, g, g2} met coëfficiënten inK∗
. Aangezien g, h ∈ G

basiselementen zijn, zien we dat 1 = g = h en λ = 1, zodat α = 0. Hieruit volgt dat J(KG) = {0},

hetgeen we wouden bewijzen. ■

Om de implicatie tussen het eenhedenprobleem en het nuldelerprobleem te bewijzen, zullen we

nog een aantal lemma’s nodig hebben. Herinner dat we bewezen dat elke bi-geordende groep G
torsievrij is. We zullen bewijzen dat voor deze soort torsievrije groepen de Kaplansky problemen

een positief antwoord hebben.

Stelling 2.1.7. Zij G een bi-geordende groep en K een veld dan is de groepalgebra RG een domein
en alle eenheden zijn triviaal.

Bewijs. Zijα, β ∈ RG\{0} en stel dat supp(α) = {g1, g2, . . . , gm} en supp(β) = {h1, h2, . . . , hn}
zodat

α =
m∑
i=1

aigi g1 < g2 < · · · < gm

β =
n∑

i=1

bihi h1 < h2 < · · · < hn.

Toepassen dat ≤ een bi-orde is op G geeft dat g1h1 ≤ gihj ≤ gmhn voor i ∈ {1, . . . ,m} en

j ∈ {1, . . . , n}. Specifiek zien we dat g1h1 = gihj als en slechts als i = j = 1, zodat de coëfficiënt

van g1h1 in αβ gelijk is aan a1b1 ̸= 0. Dit bewijst datKG een domein is. We zullen nu bewijzen dat

U(KG) = {λg | λ ∈ K en g ∈ G} door aan te tonen dat, als α ∈ U(KG), dan |supp(α)| = 1. Stel

datαβ = 1. We bewezen al dat g1h1 ∈ supp(αβ). Op dezelfde manier zien we dat de coëfficiënt van

gmhn in αβ gelijk is aan ambn ̸= 0, maar supp(αβ) = supp(1) = {1} geeft ons dat g1h1 = gmhn,

zodat m = n = 1 en α ∈ {λg | λ ∈ K en g ∈ G}. ■

Stelling 2.1.8. Zij G een groep en K een veld. Als G een torsievrije abelse groep is, dan is KG een
domein en is elke eenheid van de groepalgebra triviaal.

Bewijs. Dit is het gevolg van twee stellingen die we al eerder bewezen, namelijk Stelling 1.2.8 (Levi)

en Stelling 2.1.7. ■

Definitie 2.1.9. Zij G een groep en H een deelgroep van G. We definiëren de afbeelding

πH : KG→ KH,
∑
g∈G

rgg 7→
∑
h∈H

rhh.
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Lemma 2.1.10. Zij G een groep en H een deelgroep van G. De afbeelding πH uit Definitie 2.1.9 is
een (KH,KH)-bimoduul morfisme.

Bewijs. Om te bewijzen dat πH een (KH,KH)-bimoduul morfisme is hoeven we enkel aan te

tonen dat

πH(γ1αγ2) = γ1πH(α)γ2 voor γ1, γ2 ∈ KH en α ∈ KG.

Stel dat

γ1 =
∑
h∈H

rhh γ2 =
∑
h∈H

r′hh α =
∑
g∈G

agg.

Om het gestelde te bewijzen splitsen we α in twee delen α =
∑

g∈G\H agg+
∑

g∈H agg en rekenen

we het product simpelweg uit:

γ1αγ2 =
∑
h∈H

rhh(
∑

g∈G\H

agg +
∑
g∈H

agg)
∑
h∈H

r′hh

=
∑
h∈H

rhh(
∑

g∈G\H

agg)
∑
h′∈H

r′h′h′ +
∑
h∈H

rhh(
∑
g∈H

agg)
∑
h′∈H

r′h′h′

=
∑

g∈G\H
h,h′∈H

rhagr
′
h′hgh′ +

∑
g,h,h′∈H

rhagr
′
h′hgh′.

Aangezien hgh′ ∈ G \H voor alle h, h′ ∈ H en g ∈ G \H , zien we dat

πH(γ1αγ2) =
∑

g,h,h′∈H
rhagr

′
h′hgh′ = γ1πH(α)γ2,

wat we wouden bewijzen. ■

Dit zal ons een belangrijke eigenschap over groepringen helpen te bewijzen. Namelijk dat als voor

een groep H een element α ∈ RH niet inverteerbaar (respectievelijk geen nuldeler is) dat men

geen “grotere groep” G ≥ H kan vinden zodat α ∈ KG wel inverteerbaar (respectievelijk een

nuldeler) is.

Stelling 2.1.11. ZijR een ring,G een groep enH ≤ G een deelgroep dan zijn de volgende uitspraken
equivalent voor een element α ∈ RH .

(a) α is inverteerbaar (respectievelijk een nuldeler) in RH .

(b) α is inverteerbaar (respectievelijk een nuldeler) in RG.

Bewijs. Voor beide gevallen (inverteerbaar en nuldeler) is de richting (a) =⇒ (b) triviaal. Name-

lijk als α, β ∈ RH ⊆ RG, dan is het product αβ ∈ RH ⊆ RG zodat α een eenheid (respectievelijk

nuldeler) is in beide groepringen. Omgekeerd, stel dat α een eenheid (respectievelijk een nuldeler)

is in RG. Stel dat β ∈ RG \ {0} zodat αβ = βα = δ, met δ ∈ {0, 1}. Als we Lemma 2.1.10

gebruiken, zien we dat

δ = πH(δ) = πH(αβ) = απH(β)

δ = πH(δ) = πH(βα) = πH(β)α

zodat α een eenheid in RH , aangezien πH(β) ∈ RH . We zien ook dat α een nuldeler is in RH als

πH(β) ̸= 0. In het geval dat πH(β) = 0 nemen we het element βg, waarbij g ∈ G gekozen is zodat

1 ∈ supp(βg) wat ervoor zorgt dat πH(βg) ̸= 0 en απH(βg) = 0. ■
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Stelling 2.1.12 (Passman). ZijG een groep met elementen γ1, γ2 waarvoor γ1(RG)γ2 = {0}, dan is

π△(G)(γ1)π△(G)(γ2) = 0.

Bewijs. We zullen de afbeelding π△(G) noteren als π△. We bewijzen dat

π△(γ1)γ2 = 0.

Het gestelde volgt hieruit omdat π△(π△(γ1)γ2) = π△(γ1)π△(γ2). We ontleden γ1 als γ1 = α+β,

waarbij

α = a1g1 + · · ·+ akgk g1, . . . , gk ∈ △(G)

β = b1g
′
1 + · · ·+ brg

′
r g′1, . . . , g

′
r /∈ △(G)

γ2 = c1h1 + · · ·+ cshs h1, . . . , hs ∈ G

Per definitie is π△(γ1) = α. De deelgroepC := ∩k
i=1CG(ui) heeft een eindige index inG. Stel datT

een willekeurige transversaal is vanC . Voor x ∈ C hebben we x−1αx = α, zodat x−1αxγ2 = αγ2.

Volgens het gestelde is γ1RGγ2 = {0}, zodat:

x−1γ1xγ2 ∈ x−1(γ1RGγ2) = {0},
x−1(α+ β)xγ2 = αγ2 + x−1βxγ2 = 0,

αγ2 = −x−1βxγ2 = −x−1(b1g
′
1 + · · ·+ brg

′
r)x(c1h1 + · · ·+ cshs).

Stel dat αγ2 ̸= 0, dan zien we dat elke g ∈ supp(α) geschreven kan worden als g = x−1g′ixhj
voor zekere i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . , s}. Dit geeft ons dat gh−1

j = x−1g′ix, zodat g′x bevat is in

supp(α) supp(γ2)
−1

, voor elke x ∈ C . Hieruit volgt dat:∣∣∣g′iC∣∣∣ ≤ ∣∣supp(α) supp(γ2)−1
∣∣ ≤ |supp(α)| |supp(γ2)| ≤ +∞∣∣∣g′iG∣∣∣ =

∣∣∣∣∣⋃
t∈T

g′i
Ct

∣∣∣∣∣ ≤ +∞.

Hieruit volgt dat de baan van g′i onder G eindig is, zodat g′i ∈ △(G), een contradictie. ■

We geven nu een sterk resultaat van Connel. dit resultaat zal de nodige en voldoende condities

geven opdatKG priem is. Herinner dat een ringR priem is als voor a, b ∈ R het feit dat aRb = {0}
impliceert dat ofwel a = 0, ofwel b = 0.

Stelling 2.1.13 (Connel [Con63]). Zij G een groep en K een veld. Dan zijn de volgende uitspraken
equivalent:

(a) KG is priem;

(b) Z(KG) is priem;

(c) G bevat geen niet-triviale eindige normaaldelers;

(d) △+(G) = {1}.
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2. Groepringen van torsievrije groepen

Bewijs. (a) =⇒ (b) Zij α, β ∈ Z(KG) zodat αZ(KG)β = {0}, dan is αβ = 0 omdat 1 ∈
Z(KG). We beschouwen nu αKGβ en passen toe dat α, β centraal zijn in KG om te zien dat

αKGβ = αβKG = {0}.

Aangezien KG priem is, is α = 0 of β = 0, zodat ook Z(KG) priem is.

(b) =⇒ (c) Stel dat N ⊴ G een eindige normaaldeler van G is. We zien dat N̂ ∈ Z(KG) een

centraal niet-nul element is van de groepring. Omdat Z(KG) abels en priem is, bevat het geen

nuldelers. Uit N̂2 = N̂ |N | volgt er dat

N̂(N̂ − |N |) = 0.

omdat N̂ , N̂ −|N | ∈ Z(KG) en Z(KG) geen nuldelers bevat, bekomen we N̂ = |N |. Dit is enkel

mogelijk als N triviaal is.

(c) =⇒ (d) Stel dat x ∈ △+(G). Dan bestaat er volgens Lemma 1.1.18 een eindige normaaldeler

N met x ∈ N . Eigenschap (c) eist echter dat N = {1}, zodat x = 1 en △+(G) = {1}.

(d) =⇒ (a) We zullen dit bewijzen uit het ongerijmde. Stel dat γ1KGγ2 = {0} met γ1 ̸= 0 ̸= γ2.

Aangezien beide γi ̸= 0 kunnen we gi ∈ supp(γi) nemen met i ∈ {1, 2}. Als we de elementen γ′1 :=
g−1
1 γ1 en γ′2 = γ2g

−1
2 definiëren, zien we dat γ′1KGγ

′
2 = {0} en 1 ∈ supp(γ′i) voor i ∈ {1, 2}.

We kunnen de Stelling 2.1.12 (Passman) toepassen, en bekomen dat π△(G)(γ
′
1)π△(G)(γ

′
2) = 0. We

zagen dat 1 ∈ supp(γ′i) voor i ∈ {1, 2}, zodat π△(G)(γ
′
1) ̸= 0 ̸= π△(G)(γ

′
2). De groep △(G) is

torsievrij, aangezien △+(G) triviaal is volgens (d). Aangezien ook △(△(G)) = △(G) kunnen we

Lemma 1.1.15 toepassen, zodat △(G) abels is. We zien nu dat △(G) een torsievije abelse groep is.

We kunnen dus Stelling 2.1.8 toepassen om te bekomen dat de groepalgebra K△(G) een domein

is. Dit geeft echter een contradictie aangezien π△(G)(γ
′
1), π△(G)(γ

′
2) ∈ K△(G)∗, en

π△(G)(γ
′
1)π△(G)(γ

′
2) = 0.

Dit vervolledigt ons bewijs. ■

Via de stelling van Connel kunnen we makkelijk aantonen dat het eenhedenvermoeden het nulde-

lervermoeden impliceert.

Stelling 2.1.14. Zij G een torsievrije groep en K een veld. Als elke eenheid van KG triviaal is, dan
is de groepalgebraKG een domein.

Bewijs. OmdatG torsievrij is, zien we gemakkelijk dat conditie (c) uit Stelling 2.1.13 voldaan is zodat

KG priem is. Stel dat α, β ∈ KG∗
en αβ = 0. Aangezien KG priem is, geldt dat βKGα ̸= {0},

zodat we een γ ∈ KG kunnen vinden waarvoor βγα ̸= 0. Het is duidelijk dat

(βγα)2 = βγ(αβ)γα = 0

(1− βγα)(1 + βγα) = 1− (βγα)2 = 1.

We zien dus dat 1−βγα een eenheid is die volgens onze aanname van de vorm 1−βγα = λg is, met

λ ∈ K en g ∈ G. Dit zou betekenen dat βγα = 1+λg zodat (βγα)2 = (1+λg)2 = 1+2λg+λ2g2.

We zagen dat (βγα)2 = 0, zodat in de lineaire combinatie van basiselementen 1 + 2λg + λ2g2 elk

coëfficiënt nul moet zijn. Dit geeft ons dat g = 1 omdatG torsievrij is. Er geldt dus dat (1+λ)2 = 0.

Aangezien K een veld is, is 1 + λ = 0, zodat λ = −1, maar dan is βγα = 0, een contradictie. ■
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3Groepringen van eindige groepen

In deze sectie zullen we het hebben over groepringen RG, waarbij G een groep van eindige orde

is en R een ring. Hierover is al veel gekend en sommige open vragen rondom groepringen van

niet noodzakelijk eindige groepen zijn relatief gemakkelijk te beantwoorden wanneer we stellen

dat de groep torsie-elementen bevat, wat natuurlijk zo is bij een eindige groep. Een groot verschil

is bijvoorbeeld dat we voor elke eindige deelgroep H ≤ G met h ̸= {1} een nuldeler kunnen

vormen. We zien namelijk dat (1 − h)
∑

h′∈H h′ = 0 voor alle h ∈ H . Deze zijn niet-triviale

nuldelers wanneer h ̸= 1. Dit geeft ons eenheden van de vorm 1− (1− h)
∑

h′∈H h′, met inverse

1 + (1 − h)
∑

h′∈H h′. We zullen ons vooral richten op groepringen ZG, waarbij Z de gehele

getallen zijn. Groepringen over Z worden ook wel integrale groepringen genoemd. Deze sectie is

vooral gebaseerd op het boek [JD15] van Eric Jespers en Angél del Rio.

3.1 Karakterisatie van integrale groepringenmet enkel triviale een-
heden

Het eerste grote resultaat dat we zullen bewijzen zal Stelling 3.1.20 zijn. Deze stelling geeft ons een

volledige karakterisatie van de integrale groepringen met triviale eenheden.

3.1.1 Bicyclische en Basseenheden

We gaven al een kort voorbeeld van een type nuldelers waarmee we ook eenheden konden vormen.

Om deze eenheden makkelijker te beschrijven, zullen we de volgende notatie invoeren.

Notatie 3.1.1. Als G een groep is met H ≤ G en g ∈ G, dan voeren we de volgende notatie in

voor elementen van RG:

Ĥ :=
∑
h∈H

h, ĝ :=
∑
g′∈⟨g⟩

g′,

b(h, ĝ) := 1 + (1− g)hĝ, b(ĝ, h) := 1 + ĝh(1− g).

Definitie 3.1.2. De eenheden van de vorm b(h, ĝ) en b(h, ĝ) worden de bicyclische eenheden
genoemd en werden geı̈ntroduceerd door Ritter en Seghal in [RS89].

Opmerking 3.1.3. We breiden de notie van een centralisator uit tot de hele groepring. Voor elke

α ∈ RG hebben we dus dat

CG(α) = {g ∈ G | gα = αg}.

Lemma 3.1.4. Zij G een eindige groep, H ≤ G en g, h ∈ G.

(i) CG(Ĥ) = NG(H).

(ii) De eenheden b(h, ĝ) en b(ĝ, h) zijn triviaal als en slechts als h ∈ NG(⟨g⟩).
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3. Groepringen van eindige groepen

(iii) De eenheden b(h, ĝ) en b(ĝ, h) zijn torsie als en slechts als ze triviaal zijn.

Bewijs. (i) De inclusie NG(H) ⊆ CG(Ĥ) is triviaal. Stel dat g ∈ CG(Ĥ), dan is Ĥg = Ĥ en dus

Ĥ − Ĥg = 0 in RG. Aangezien de elementen van G een basis vormen voor RG geldt er dat in de

lineaire combinatie Ĥ−Ĥg
alle coëfficiënten 0 moeten zijn, of dus dat hg ∈ H voor alle h ∈ H . (ii)

De eenheden b(h, ĝ) zijn triviaal als en slechts als h ∈ CG(1−g)∪CG(ĝ). We zien datCG(1−g) ⊆
CG(ĝ), omdat h(1− g) = (1− g)h impliceert dat hg = gh. Dit samen met (i) geeft ons dat b(h, ĝ)
triviaal is als en slechts als h ∈ NG(⟨g⟩). (iii) We bewijzen enkel de niet-triviale implicatie. Stel dat

b(h, ĝ) geen triviale eenheid is, dan hebben we b(h, ĝ)k = (1+ (1− g)hĝ)k = 1+ k(1− g)hĝ ̸= 1
voor elke k ∈ Z. Dit geeft ons dat b(h, ĝ) een oneindige orde heeft. Het is duidelijk dat de bewijzen

analoog zijn voor b(ĝ, h). ■

We hebben dus bewezen dat niet-triviale bicyclische eenheden nooit torsie zijn. Als G abels is, dan

zijn alle bicyclische eenheden triviaal. In dit geval moeten niet-triviale eenheden op een andere

manier geconstrueerd worden. De volgende manier is geı̈nspireerd op getaltheorie.

Definitie 3.1.5. Als ξ een complexe eenheidswortel is met orde n > 1, dan noemen we de eenhe-

den nk(ξ) =
ξk−1
ξ−1 = 1 + ξ + · · ·+ ξk−1 ∈ Z[ξ] de cyclotomische eenheden.

In het geval dat er een l bestaat zodat kl ≡ 1 mod n, hebben we

nk(ξ)
−1 =

ξ − 1

ξk − 1
=
ξkl − 1

ξk − 1
= 1 + ξk + · · ·+ ξ(l−1)k = nl(ξ

k).

Dit willen we reconstrueren in Z⟨g⟩, waarbij g een element is van orde n > 1. We noteren

χk(g) = 1 + · · ·+ gk−1 ∈ Z⟨g⟩.

Als k ̸= 1, dan is dit geen inverteerbaar element aangezien ω(χk(g)) = k niet inverteerbaar

is in Z. We proberen dit element aan te passen zodat het beeld onder de augmentatieafbeelding

inverteerbaar is inZ. Opnieuw stellen we dat k en n copriem zijn en dat er dus eenm bestaat zodat

km ≡ 1 mod n. We definiëren het element

uk,m(g) = χk(g)
m +

1− km

n
ĝ.

We zien dat ω(uk,m(g)) = km + 1−km

n n = 1, maar dit bewijst niet dat uk,m(g) inverteerbaar is.

Hiervoor zullen we nog wat werk moeten verrichten.

Opmerking 3.1.6. (i) We zien dat rk,m := 1−km

n juist de unieke coëfficiënt is zodat

ω (χk(g)
m + rk,mĝ) = 1.

We zullen deze eigenschap vaak uitbuiten om te tonen dat een element u = χk(x)
m + rĝ

met r ∈ Z en ω(u) = 1 gelijk moet zijn aan uk,m(g).

(ii) Het element ĝ heeft de eigenschap dat giĝ = ĝ voor elke i ∈ Z, dus is ook uk,m(g)ĝ ∈ Zĝ.

Deze twee opmerkingen zullen we gebruiken om de drie vergelijkingen uit het volgend lemma te

bewijzen.

Lemma 3.1.7. Zij G een groep. Stel dat g ∈ G een element is van orde n, zij k een element is dat
copriem is met n, en datm ∈ N zodat km ≡ 1 mod n. Dan geldt:
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3. Groepringen van eindige groepen

(i) uk,m(g) = uk′,m(g) als k ≡ k′ mod n;

(ii) uk,m(g)uk′,m(gk) = ukk′,m(g);

(iii) uk,m1(g)uk,m2(g) = uk,m1+m2(g).

Bewijs. We bewijzen (i) door op te merken dat χk′(g) = χsn+k(g) = sĝ+χk(g), aangezien k ≡ k′

mod n. Wanneer we dit invullen in de definitie van uk′,m(g), verkrijgen we

uk′,m(g) = χk′(g)
m+rk′,mĝ = (χk(g)+sĝ)

m+rk′ ĝ = χk(g)
m+

m−1∑
i=0

(
m

i

)
χk(g)

iĝm−i+rk′ ĝ.

We hoeven dit niet uit te rekenen, maar slechts op te merken dat χk(g)
iĝm−i ∈ Zĝ aangezien

giĝ = ĝ voor alle i ∈ Z. Dit geeft ons dat uk′,m(g) = χk(g) + rĝ met r ∈ Z. Omdat het beeld

onderω gelijk is aan 1, hebben we uk,m(g) = uk′,m(g). Om (ii) te bewijzen schrijven we het product

uk,m(g)uk′,m(gk) als volgt uit

uk,m(g)uk′,m(gk) = (χk(g)
m + rk,mĝ)(χk′(g

k)m + rk′,mĝ) = (χk(g)χk′(g
k))m + rĝ

= (

k−1∑
i=0

gi
k′−1∑
j=0

gjk)m + rĝ = (

k′−1∑
j=0

k−1∑
i=0

gjk+i)m + rĝ = (

kk′−1∑
i=0

gi)m + rĝ

= χkk′(g)
m + rĝ.

Aangezien ω(χkk′(g)
m+rĝ) = ω(uk,m(g)uk′,m(gk)) = 1 hebben we uk,m(g)uk′,m(gk) = ukk′(g).

Ook (iii) volgt direct wanneer we het product uk,m1(g)uk,m2(g) = uk,m1+m2(g) uitschrijven en ω
toepassen. ■

Dit lemma geeft ons alles wat we nodig hebben om te bewijzen dat uk,m(g) inverteerbaar is. Als we

even terugkijken naar de cyclotomische eenheden, dan hadden we dat nk(ξ)
−1 = nl(ξ

k), waarbij

lk ≡ 1 mod n. Daardoor lijkt ul,m(gk) een goeie kandidaat als inverse voor uk,m(g). De volgende

stelling bevestigt dit.

Stelling 3.1.8. Stel dat g een element is van orde n > 1, stel dat k,m, l getallen zijn zodat km ≡ 1
mod n en dat lk ≡ 1 mod n. Dan geldt het volgende:

(i) de elementen uk,m(g) zijn inverteerbaar, met uk,m(g)−1 = ul,m(gk);

(ii) voor alle elementen van de vorm uk,m(g) geldt uk,m(g) = uk′,m′(g)s, waarbij k ≡ k′ mod n
enm′ de orde is van k in (Z/nZ)× met 0 < k′ < n enm = sm′.

Bewijs. Voor (i) gebruiken we Lemma 3.1.7 om het productuk,m(g)ul,m(gk) te schrijven alsuk,m(g)ul,m(gk) =
ukl,m(g) = u1,m(g) = 1. (ii) Stel nu dat k ≡ k′ mod n en stel datm′

de orde is van k in (Z/nZ)×,

met 0 < k′ < n en m = sm′
. Door opnieuw gebruik te maken van het vorig lemma krijgen we

uk,m(g) = uk′,m(g) = uk′,m′(g)s. ■

Definitie 3.1.9. De eenheden van de vorm uk,m(g) worden de Basseenheden genoemd, ver-

noemd naar Hyman Bass [Bas66].

We zagen dat de bicyclische eenheden enkel torsie zijn wanneer ze de eenheid zelf zijn. Het volgend

lemma geeft een nodige en voldoende voorwaarde opdat een Basseenheid torsie is.
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Lemma 3.1.10. Een Basseenheid uk,m(g) is torsie als en slechts als k ≡ ±1 mod n.

Bewijs. Stel dat k ≡ ±1 mod n. Het geval k ≡ 1 mod n is triviaal aangezien we dan u1,m(g) = 1
hebben. Stel nu dat k ≡ −1 mod n, dan weten we dat uk,m(g) = (un−1,2(g))

s
(Stelling 3.1.8). We

zien dat

un−1,2(g) = χn−1(g)
2+

1− (n− 1)2

n
ĝ = (ĝ−gn−1)2+(2−n)ĝ = nĝ−2ĝ+g−2+(2−n)ĝ = g−2.

Dit geeft ons dat uk,m(g) een torsie element is wanneer k ≡ −1 mod n. Stel nu dat uk,m(g) torsie

is. Als ξn ∈ C de n-de eenheidswortel is, dan kunnen we het isomorfisme ⟨g⟩ → ⟨ξn⟩ uitbreiden

tot een ringmorfisme f : Z⟨g⟩ → C. Aangezien u := uk,m(g) torsie is, is ook f(u) torsie en

dus een eenheidswortel. Dan is ook (nk(ξn)) = f(u)
1
m een eenheidswortel. We beschouwen

1 = |nk(ξn)| = |ξk−1|
|ξ−1| , dus ξk en ξ op gelijke afstand van 1 liggen. Dit betekent dat ξk = ξ̄ zodat

k ≡ ±1 mod n. ■

3.1.2 Integrale groepringen met enkel triviale eenheden

In deze subsectie zullen we voor een aantal families van groepen bewijzen dat hun integrale groep-

ringen enkel triviale eenheden bevatten. Later zullen we dan bewijzen dat deze de enige soorten

groepen zijn waarvoor dit geldt.

Lemma 3.1.11. Er geldt dat U(ZG) = ±G als en slechts als U(Z[G× C2]) = ±(G× C2).

Bewijs. Als alle eenheden van Z[G×C2] triviaal zijn, dan zijn ook alle eenheden van ZG triviaal.

Dit zien we duidelijk als we ZG identificeren met Z[G × {1}] ⊆ Z[G × C2]. Omgekeerd stellen

we nu dat ZG enkel triviale eenheden heeft. Uit Gevolg 1.3.9 volgt dat Z[G× C2] = ZG[C2]. Stel

dat C2 = {1, x}, dan kunnen we elk element van ZG[C2] schrijven als ax + b, met a, b ∈ ZG.

Beschouw de eenheid ax+ b, met inverse cx+ d. We schrijven dit product uit als

1 = (ax+ b)(cx+ d) = (ad+ bc)x+ (ac+ bd).

Hieruit krijgen we dat ac+ bd = 1 en ad+ bc = 0. Aangezien (a+ b)(c+ d) = (a− b)(c− d) =
ac+bd = 1, zijn a+b en a−b eenheden vanZG. Volgens de veronderstelling zijn alle eenheden van

ZG triviaal, dus a+b = ±g en a−b = ±g′ voor bepaalde g, g′ ∈ G. Als we deze twee vergelijkingen

optellen, verkrijgen we dat 2a = ±g+±g′. We zien dat g = g′, want de coëfficiënten van 2a ∈ ZG
moeten even zijn. Dit geeft ons dat a ∈ {0,±g} en b ∈ {0,±g} \ {a}, zodat ax+ b ∈ {±gx,±g}
een triviale eenheid is in ZG[C2]. ■

De volgende stelling is wellicht één van de belangrijkste binnen de theorie van integrale groeprin-

gen. We zullen deze doorheen verschillende secties nodig hebben.

Lemma 3.1.12 (Berman-Higman). Stel dat G een eindige groep is en dat a een torsie-element is van
ZG.

(i) Als 1 ∈ supp(a), dan is a = ±1.

(ii) Als a centraal is in ZG, dan is a een triviale eenheid.
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Bewijs. (i) Stel dat |G| = n, dan beschouwen we de links reguliere representatie ρG : G→ GLn(Q),
die we uitbreiden tot een morfisme ρ : ZG → GLn(Q). Aangezien a =

∑
g∈supp(a) agg torsie is,

hebben we dat ρ(a) ook torsie is en bijgevolg diagonaliseerbaar is. Omdat ρ(a) torsie is, zijn de

eigenwaarden ξ1, . . . , ξn eenheidswortels. Aangezien elke ξi ∈ Q, geldt er dat ξi = ±1 voor elke

i ∈ {1, . . . , n}. Als we het spoor van ρ(a) nemen, zien we dat

sp(ρ(a))

n∑
i=1

ξi =
∑

g∈sp a

ag sp(ρ(g)) = na1.

Aangezien a1 ∈ Z en ξi = ±1, zien we dat a1 ∈ {−1, 0, 1}. We hebben echter verondersteld dat

a1 ̸= 0, zodat elke ξi hetzelfde teken heeft en ρ(a) = ±In. Aangezien ρ injectief is, zien we dat

u = ±1. (ii) Als a centraal is, dan zien we dat voor g ∈ supp(a), het element ag−1
ook torsie is.

We passen (i) toe op ag−1
en krijgen dat ag−1 = ±1, zodat a = ±g. ■

Gevolg 3.1.13. Als G abels is en U(ZG) eindig is, dan is U(ZG) = ±G.

Bewijs. Als G abels is, dan is ook ZG abels en is elk element dus centraal. Omdat U(ZG) eindig

is, is ook elke eenheid torsie, zodat we via Stelling 3.1.12 krijgen dat elke eenheid van ZG triviaal

is. ■

De voorwaarde dat G abels is, is echter niet noodzakelijk. Dit zullen we ook later zien in Stelling

3.1.20. Het volgend lemma zal de eenheden van ringen bespreken die geen groepringen zijn. Toch

zullen deze ringen ons veel kunnen helpen bij het bepalen van eenheden van groepringen.

Notatie 3.1.14. (i) We noteren het lichaam van de quaternionen over R als H.

(ii) We noterenZL := {a ∈ H | a = a1+aii+ajj+akk, met a1, ai, aj , ak ∈ Z}. Deze worden

ook wel de Lipschitz quaternionen genoemd.

Opmerking 3.1.15. We zullen niet zeer gedetailleerd zijn over H, aangezien dit te veel zou afwij-

ken van deze thesis. Als men verduidelijking nodig heeft, dan is het derde hoofdstuk uit [Lam04]

aan te raden.

Lemma 3.1.16. (i) De ring ZL bevat enkel de eenheden {±1,±i,±j,±k}.

(ii) De ring Z[i] bevat enkel de eenheden {±1,±i}.

(iii) Als ξ3 een primitieve derdemachtswortel is, dan bevat de ring Z[ξ3] slechts een eindig aantal
eenheden. Specifiek is U(Z[ξ3]) = ⟨ξ6⟩.

Bewijs. (i) We bewijzen dit via de normafbeelding N : H → R, a 7→ aā. Als a = a1 + aii +
ajj+akk, dan isN(a) = a21+a

2
i +a

2
j +a

2
k. Stel dat a ∈ U(ZL). AangezienN een morfisme

is, krijgen we dat N(a) = a21 + a2i + a2j + a2k ∈ U(Z) = {±1}. Elke coëfficiënt van a is een

geheel getal, zodat hun kwadraat een natuurlijk getal is. De som van natuurlijke getallen is

altijd positief en enkel gelijk aan 1 als één term 1 is, en de andere termen nul zijn. Stel dat

a2x = 1 voor een x ∈ {1, i, j, k}, dan is ax = ±1 en zijn de andere coëfficiënten van a nul.

Dit geeft ons dat a ∈ {±1,±i,±j,±k}.

(ii) Dit volgt uit (i), aangezien Z[i] een deelring van ZL is.
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3. Groepringen van eindige groepen

(iii) Zonder verlies van algemeenheid stellen we dat ξ3 = e
2πi
3 = −1+i

√
3

2 . Aangezien ξ23 =
−1 − ξ3 zien we dat {1, ξ3} een basis is voor Z[ξ3]. Elk element x ∈ Z[ξ3] kunnen we dus

uitdrukken als a + bξ3, met a, b ∈ Z. Aangezien x = a + bξ3 ∈ Z[ξ3] ⊆ C kunnen we |x|2
berekenen als:

|x|2 = |a+ bξ3|2 =

∣∣∣∣∣(a− b

2
) +

√
3b

2
i

∣∣∣∣∣
2

=
(2a− b)2 + 3b2

4
= a2 − ab+ b2 ∈ Z. (3.1)

We zien dat de norm van elementen uit Z[ξ3] telkens een geheel getal is. Dit vertelt ons

dat Z[ξ3] topologisch discreet is in C, want de afstand tussen twee elementen van Z[ξ3] is

steeds een natuurlijk getal. Stel nu dat u ∈ U(Z[ξ3]) een eenheid is en inverse v ∈ U(Z[ξ3])
heeft. We kunnen de norm |.| toepassen op uv = 1, wat ons |u| |v| = 1 geeft. Zonder

verlies van algemeenheid kunnen we stellen dat |u|2 ≤ |u| ≤ 1. We zagen dat voor alle

elementen x ∈ Z[ξ3] geldt dat |x|2 ∈ Z, zodat voor alle eenheden u ∈ U(Z[ξ3]) geldt dat

|u|2 = |u| = 1. Dit samen met het feit dat Z[ξ3] discreet is, geeft ons al dat er slechts een

eindig aantal eenheden in Z[ξ3] zijn. Om te bekomen dat U(Z[ξ3]) = ⟨ξ6⟩ hoeft men enkel

de vergelijking |x|2 3.1
= a2 − ab+ b2 = 1, met a, b ∈ Z op te lossen, die x ∈ ⟨ξ6⟩ oplevert.

■

Notatie 3.1.17. Stel datR een ring is en dat fi afbeeldingenR→ Si zijn voor elke i ∈ I , waarbij I
een eindige indexverzameling is. Als we

∏
i∈I fi noteren, dan bedoelen wij hiermee de afbeelding∏

i∈I
fi : R→

∏
i∈I

Si, r 7→
∏
i∈I

(fi(r)).

De volgende stelling zal tonen dat de integrale groepring van bepaalde cyclische groepen enkel

triviale eenheden bevat.

Stelling 3.1.18. U
(
Ck
n

)
= ±Ck

n voor n ∈ 2, 3, 4, 6 en k ∈ N.

Bewijs. We merken eerst op dat we de stelling slechts hoeven te bewijzen voor n ∈ {3, 4}. Het

geval n = 2 volgt uit Lemma 3.1.11 en het geval n = 6 volgt uit het geval n = 3 en Lemma 3.1.11,

omdat Ck
6 = Ck

3 × Ck
2 . We zullen de gevallen n = 3 en n = 4 bewijzen via inductie op k. Stel

dus dat k = 1, en dat n ∈ {3, 4}, we schrijven Cn = ⟨g⟩. Voor elke deler d van n nemen we een

vaste primitieve d-de machtswortel ξd. We kunnen het groepsmorfisme Cn → U(C) bepaald door

g 7→ ξd uitbreiden tot een ringmorfisme ρd : QCn → Q(ξd). We zien dat ρd surjectief is, en dat

Kd := ker(ρd) een maximaal ideaal is van QCn, want Q(ξd) ∼= QCn/Kd is een veld. Voor twee

verschillende delers d, d′ van n zijn ook de deelgroepen ⟨gd⟩ en ⟨gd′⟩ vanCn verschillend. Hiermee

zien we dat Cn ∩ (1 +Kd) = ⟨gd⟩ ≠ ⟨gd′⟩ = Cn ∩ (1 +Kd′), zodat ook Kd ̸= Kd′ . We kunnen

de Chinese reststelling toepassen op de idealen Kd waarbij d | n, aangezien deze als verschillende

maximale idealen ook copriem zijn. Dit geeft ons het volgend isomorfisme :

QCn/ ∩d|n Kd
∼=

∏
d|n

QCn/Kd
∼=

∏
d|n

Q(ξd).

Men kan bewijzen dat dimQ(Q(ξd)) = ϕ(d) ([Lan05] hoofdstuk VI, stelling 3.1). Dit gebruiken we

om de dimensie van QCn/ ∩d|n Kd als volgt te berekenen:

dim
(
QCn/ ∩d|n Kd

)
= dim

∏
d|n

Q(ξd)

 =
∑
d|n

ϕ(d) = n = dim (QCn),

36



3. Groepringen van eindige groepen

zodat ∩d|nKd = 0 en QCn
∼=

∏
d|nQ(ξd). We noteren het isomorfisme als ρ :=

∏
d|n ρd : QCn →∏

d|nQ(ξd) en zien duidelijk dat ρ(ZCn) ⊆
∏

d|nZ[ξd]. Als we ρ beperken tot de eenheden van

ZCn krijgen we dat ρ(U(ZCN )) ⊆
∏

d|n U(Z[ξd]), waarbij elke U(Z[ξd]) eindig is wegens Lemma

3.1.16. Omdat ρ injectief is, is ook U(ZCn) eindig, zodat Gevolg 3.1.13 ons geeft dat alle eenheden

triviaal zijn. Dit bewijst onze inductiebasis voor n ∈ {3, 4}. Stel nu dat k > 1, dan schrijven we

Ck
d = Ck−2

d × ⟨g1⟩ × ⟨g2⟩, waarbij |g1| = |g2| = d. Stel nu dat d = 4, dan beschouwen we de

normaaldelers

N1 = ⟨1× g21 × 1⟩, N2 = ⟨1× 1× g22⟩, N3 = ⟨1× g21 × g22⟩.

Met deze normaaldelers definiëren we het morfisme

ωN :=

3∏
i=1

ωNi : ZG→
3∏

i=1

Z[G/Ni].

We zien dat kerωN = ∩3
i=1 kerωNi en we zullen bewijzen dat deze triviaal is. Uit Gevolg 1.3.9 volgt

dat ZG = Z[Ck−2
4 × ⟨g1⟩ × ⟨g2⟩] ∼= ZCk−2

4 [⟨g1⟩ × ⟨g2⟩], zodat we de elementen a ∈ ZG kunnen

schrijven als a =
∑3

i,j=0 aij(g
i
1 × gj2), waarbij aij ∈ ZCk−2

4 . We drukken de condities uit op a
waarvoor a ∈ kerωNi voor i ∈ {1, 2, 3}.

aij = −ai+2,j voor i ∈ {0, 1} en j ∈ {0, 1, 2, 3} als a ∈ kerωN1 , (3.2)

aij = −ai,j+2 voor i ∈ {0, 1, 2, 3} en j ∈ {0, 1} als a ∈ kerωN2 , (3.3)

aij = −ai+2,j+2 voor i ∈ {0, 1} en j ∈ {0, 1} als a ∈ kerωN3 . (3.4)

Stel nu dat a ∈ kerωN , dan verkrijgen we voor i, j ∈ {0, 1}

aij
3.2
= −ai+2,j

3.3
= ai+2,j+2

3.4
= −aij ,

zodat aij = 0 voor i, j ∈ {0, 1}. Als we 3.4 toepassen, krijgen we dat aij = 0 voor alle i, j ∈
{0, 1, 2, 3}, zodat a = 0. Dit geeft ons dat ωN injectief is. Aangezien ωN een morfisme is, zien

we dat ωN (U(ZG)) ⊆ U
(∏3

i=1Z[G/Ni]
)

. Voor elke i ∈ {1, 2, 3} is G/Ni
∼= Ck−1

4 × C2. Via

de inductiehypothese en Lemma 3.1.11 zien we dat U(Z[G/Ni)] eindig is voor elke i ∈ {1, 2, 3}.

Aangezien ωN injectief is, is ook U(ZG) eindig en wegens Gevolg 3.1.13 triviaal. Het geval n = 3
zullen we op een gelijkaardig manier bewijzen. We beschouwen de normaaldelers

N1 = ⟨1× g1 × 1⟩ N2 = ⟨1× 1× g2⟩ N3 = ⟨1× g1 × g2⟩ N4 = ⟨1× g1 × g22⟩.

Opnieuw definiëren we het morfisme

ωN :=

4∏
i=1

ωNi : ZG→
4∏

i=1

Z[G/Ni].

We trachten te bewijzen dat ωN injectief is. We kunnen de elementen van ZG schrijven als

2∑
i,j=0

aij(g
i
1 × gj2),

waarbij aij ∈ ZCk−2
3 en we bekomen het volgende:

a00 + a10 + a20 = a01 + a11 + a21 = a02 + a12 + a22 = 0 als a ∈ kerωN1 ,

a00 + a01 + a02 = a10 + a11 + a12 = a20 + a21 + a22 = 0 als a ∈ kerωN2 ,

a00 + a11 + a22 = a01 + a12 + a20 = a10 + a21 + a02 = 0 als a ∈ kerωN3 ,

a00 + a12 + a21 = a01 + a10 + a22 = a02 + a11 + a20 = 0 als a ∈ kerωN4 .
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3. Groepringen van eindige groepen

Als a ∈ kerωN , dan kan men uitrekenen dat aij = 0 voor alle i, j ∈ {0, 1, 2}, zodat a = 0 en ωN

dus injectief is. We zien dat G/Ni
∼= Ck−1

3 zodat we de inductiehypothese kunnen toepassen op

ZG/Ni voor i ∈ {1, 2, 3, 4}. Verder is de redenering volledig analoog als bij het geval n = 4. ■

Stelling 3.1.19. Als Q8 = ⟨x, y | x4 = y2x2 = 1, xyx−1 = x−1⟩ de quaternionengroep is, dan is
U(ZQ8) = ±Q8.

Bewijs. Stel dat a =
∑

g∈Q8
agg ∈ U(ZQ8). We zullen bewijzen dat a ∈ ±Q8. In Lemma 3.1.16

zagen we dat U(ZL) ∼= Q8. Dit isomorfisme breiden we uit naar het morfisme

ρ : ZQ8 → ZL,
∑
g∈Q8

agg 7→ (a1 − ax2) + (ax − ax3)i+ (ay − ax2y)j + (axy − ax3y)k.

Omdat a ∈ U(ZQ8) zal ρ(a) ∈ U(ZL). We kunnen dit expliciet uitdrukken als

ρ(a) = (a1 − ax2) + (ax − ax3)i+ (ay − ax2y)j + (axy − ax3y)k ∈ {±1,±i,±j,±k}.

We kunnen g ∈ Q kiezen zodat voor a′ := ga geldt dat ρ(a′) = 1. Hieruit volgt dat

a′1 − a′x2 =1, (3.5)

a′x − a′x3 =a′y − a′x2y = a′xy − a′x3y = 0. (3.6)

Stel dat N := (x2) ⊴ Q8, dan is H := Q8/N ∼= C2 × C2. Stelling 3.1.18 geeft ons dat U(ZH) =
±H . Als we ωN , de augmentatieafbeelding modulo N toepassen op a′ geeft dit ons ωN (a′) ∈ ±H .

We schrijven dit uit:

ωN (a′) = (a′1+a
′
x2)N+(a′x+a

′
x3)xN+(a′y+a

′
x2y)yN+(a′xy+a

′
x3y)xyN ∈ {±N,±xN,±yN,±xyN}.

Dit geeft ons dat a′g+a
′
x2g ∈ {−1, 0, 1} =: A voor g ∈ {1, x, y, xy}. Als we de vergelijkingen (3.5)

en (3.6) hierbij eens optellen en eens aftrekken, bekomen we de vergelijkingen

(a′1 + a′x2) + (a′1 − a′x2) = 2a′1 ∈ {0, 1, 2}, (a′1 + a′x2)− (a′1 − a′x2) = 2a′x2 ∈ {−2,−1, 0},

en voor g ∈ {x, y, xy}

(a′g + a′x2g) + (a′g − a′x2g) = 2a′g ∈ A, (a′g + a′x2g)− (a′g − a′x2g) = −2a′x2g ∈ A.

Merk op dat a′g ∈ Z, zodat 2a′g ∈ 2Z voor elke g ∈ Q8. Als we hiermee rekening houden, bekomen

we dat a′g = 0 voor alle g ∈ {x, y, xy} aangezien dat A ∩ 2Z = 0. We zien ook dat a1 ∈ {0, 1}
en ax2 ∈ {−1, 0}. Uit vergelijking (3.5) volgt dat ofwel a′x2 = 0, ofwel a′1 = 0, zodat a′ = 1 of

a′ = −x2. Aangezien a = a′g voor een bepaalde g ∈ Q8 zien we dat a ∈ ±Q8, exact wat we

wouden bewijzen. ■

3.1.3 De stelling van Higman

We zijn nu klaar om de groepen G waarvoor geldt dat U(ZG) = ±G te classificeren.

Stelling 3.1.20 (Higman[Hig40]). AlsG een eindige groep is, dan zijn de volgende drie voorwaarden
equivalent:

(a) U(ZG) = ±G;

(b) |U(ZG)| <∞;
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3. Groepringen van eindige groepen

(c) G is abels en de exponent vanG deelt 4 of 6 ofG ∼= Q8×AmetA een elementair abelse 2-groep.

Bewijs. (a) =⇒ (b) is triviaal aangezien G eindig is.

(b) =⇒ (c) Als U(ZG) eindig is, dan bevat het enkel torsie elementen. Dit betekent dus dat alle

bicyclische en Basseenheden torsie zijn. We zagen dat torsie bicyclische eenheden triviaal zijn, dus

b(g, ĥ) = 1 voor elke g, h ∈ G. Dus Lemma 3.1.4 geeft ons dat g ∈ NG(⟨h⟩) voor alle g, h ∈ G.

Voor elke deelgroep H ⊆ G hebben we nu NG(H) = G, zodat elke deelgroep een normaaldeler

is. Dit betekent dat G een Hamiltoniaanse groep is. Deze soort groepen werd geclassificeerd door

Dedekind en Baer in [RGH96, 5.3.7.]. Zij vonden dat elke Hamiltoniaanse groep G ofwel abels is of

G ∼= Q8 × A × B waarbij A een elementair abelse groep is en B een abelse groep is van oneven

orde. Om (c) te bewijzen hoeven we enkel aan te tonen dat de exponent van G een deler is van 4

of 6. Stel g ∈ G met |g| = n ∤ 4 of 6. Aangezien we weten dat de Basseenheden torsie zijn, geeft

Lemma 3.1.10 ons dat k = ±1 mod n voor alle k die copriem zijn met n. Dit betekent dat als ϕ de

Euler totiënt-functie is, dan ϕ(n) ≤ 2, zodat n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Dit bewijst dat de exponent van G
een deler is van 4 of 6.

(c) =⇒ (a)Het geval datG ∼= Q8×AmetA een elementair abelse 2-groep volgt uit Stelling 3.1.19

en Lemma 3.1.11. Als G abels is en de exponent van G 4 of 6 deelt dan geldt dat G ∼= Ck
d × A met

d = 3 of d = 4 en A een elementair abelse 2-groep. In Stelling 3.1.18 bewezen we dat U
(
ZCk

d

)
=

±Ck
d met d = 3 of d = 4 zodat we enkel nog Lemma 3.1.11 hoeven toe te passen om U(ZG) = ±G

te bekomen. ■

3.2 Het isomorfisme probleem

Probleem 3.2.1. Zij G en H eindige groepen. Geldt de volgende implicatie:

ZG ∼= ZH =⇒ G ∼= H?

We zullen naar deze vraag verwijzen als (ISO).

Men kan deze vraag natuurlijk stellen voor elke ring R. Het probleem wordt echter “makkelijker”

naar mate men de ring “groter” maakt. Dit ziet men zeer duidelijk uit het feit dat

SG ∼= S ⊗R RG

wanneer er een ringmorfisme R → S bestaat. We zien bijvoorbeeld ook dat het gemakkelijker

wordt om eenheden te vinden wanneer we de ring uitbreiden.

Voorbeeld 3.2.2. De complexe groepalgebra van de cyclishe groep C2 = {1, g} bevat niet-triviale

eenheden, i.e. U(CC2) ̸= ±C2. We zien bijvoorbeeld dat het element u =
√
2g + 1 inverteerbaar

is, met inverse u−1 =
√
2g − 1.

We zullen ons vaker richten op de torsie-elementen van een groepring. Om deze gemakkelijker te

kunnen noteren voeren we een notatie in.

Notatie 3.2.3. Voor en groep G zullen we de deelverzameling van elementen van eindige orde

noteren als

T (G) = {g ∈ G | gn = 1 voor een bepaalde n ∈ N∗}.
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3. Groepringen van eindige groepen

Het onderzoeken van de eenheden van een groepring is relevant voor het isomorfisme probleem.

We zullen namelijk bewijzen dat de integrale groepring bepaald wordt door zijn eenheden. Om

dit te bewijzen hebben we eerst twee hulpstellingen nodig die een gevolg zijn van Stelling 3.1.12

(Berman-Higman).

Definitie 3.2.4. Zij G een groep en R een ring. We noemen H ⊆ RG een eenheidsgroep, als

H ⊆ U(RG) en H een groep is onder de vermenigvuldiging van RG. We zullen dit noteren als

H ≤ RG.

Stelling 3.2.5. Zij H ≤ V(ZG) een eindige eenheden deelgroep, dan is H Q-onafhankelijk (als
deelverzameling van QG).

Bewijs. We weten dat H eindig is, dus stel |H| = m en noteer H = {h1, . . . , h,m }. Stel dat H
lineair afhankelijk is, zodat

hj =

m∑
i=1
i ̸=j

λhi
hi.

Neem een h ∈ H \{hj}, waarvoor λh ̸= 0, dan is 1 ∈ supphjh
−1

. AangezienH een eindige groep

is, kunnen we Lemma (i) toepassen op hjh
−1 ∈ H , zodat hjh

−1 = 1. Dit betekent dat h = hj , een

contradictie. ■

Gevolg 3.2.6. Zij G een eindige groep en H ≤ ZG een eindige eenheidsgroep. Als |H| = |G|, dan is
1ZH = ZG.

Bewijs. Per definitie is ZH ⊆ ZG. Omgekeerd zien we via de vorige Stelling 3.2.5 dat QH = QG,

zodat ZG ⊆ QH . Dit geeft ons direct dat er een N ∈ N bestaat zodat Ng ∈ ZH voor elke g ∈ G.

Stel dus g =
∑

h∈H zhh met zh ∈ Z voor elke h ∈ H . Voor elke h ∈ H zien we dat

Ngh−1 = zh +
∑

h′∈H\h

zh′h′h−1.

Merk op dat elke h′h−1 ∈ H torsie is aangezien H eindig is. We kunnen dus Stelling 3.1.12 toe-

passen, die ons 1 /∈ supp(h′h−1) oplevert aangezien h ̸= h′. Dit geeft ons dat zh het coëfficiënt is

van 1 in Ngh−1
. Dit geeft ons dat N | zh voor elke h ∈ H , zodat g ∈ ZH . Het is nu duidelijk dat

ZH = ZG. ■

Merk op dat dit de mogelijke ordes van een torsie-element vanZG beperkt. De orde van een torsie-

element kan dus niet groter zijn dan de orde van de groep. Later zullen we nog bewijzen dat de orde

van een torsie-element uit de groepring steeds een deler is van de orde van de groep. We hebben

nu voldoende werk verricht om de volgende stelling te bewijzen. We zullen namelijk bewijzen dat

integrale groepringen bepaald worden door hun eenheden.

Stelling 3.2.7 ([Tem19]). Zij G,H eindige groepen. De volgende uitspraken zijn equivalent:

(a) ZG ∼= ZH ;

(b) U(ZG) ∼= U(ZH);

(c) V(ZG) ∼= V(ZH).

1

Met ZH bedoelen we de deelgroep van ZG, verkregen door H met Z op te spannen.
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Bewijs. (a) =⇒ (b) Dit is triviaal.

(b) =⇒ (c) Dit volgt uit het feit dat voor een groep G geldt dat U(ZG) ∼= V(ZG)×C2 (Voorbeeld

1.3.18).

(c) =⇒ (a) Stel dat f een isomorfisme V(ZG) → V(ZH) is. Aangezien G ≤ V(ZG), is ook

f(G) ≤ ZH een eindige eenheidsgroep. Gevolg 3.2.6 geeft ons datZf(G) = ZH . We zien dus dat

we f kunnen uitbreiden tot een isomorfisme tussen ZG en ZH . ■

We kunnen ook gemakkelijk controleren dat het isomorfisme probleem een positief antwoord heeft

voor abelse groepen. We geven dit als gevolg van de Berman-Higman stelling.

Gevolg 3.2.8. Zij G een abelse groep en H een groep zodat ZG ∼= ZH , dan is G ∼= H .

Bewijs. Aangezien een groepring ZG commutatief is als en slechts als de groep G abels is, zien

we dat H abels is. Als we kijken naar T (V(ZG)) (respectievelijk T (V(ZH))), zien we dat deze

een deelgroep vormen aangezien V(ZG) (respectievelijk V(ZH)) abels is. Het is duidelijk dat

T (V(ZG)) ∼= T (V(ZH)) aangezien V(ZG) ∼= V(ZH) en de orde bewaart blijft onder een mor-

fisme. We hoeven nu enkel nog de Berman-Higman Stelling 3.1.12 toe te passen om te bekomen

dat

G ∼= T (V(ZG)) ∼= T (V(ZH)) ∼= H.

■

3.2.1 De Zassenhaus vermoedens

Opmerking 3.2.9. Zij G een eindige groep. Het isomorfisme probleem is equivalent aan het

probleem of elke eenheidsgroep H ⊆ ZG, die een basis van ZG vormt, isomorf is aan G.

Als u een eenheid is van een integrale groepring dan is voor elke g ∈ G het element u−1gu een

torsie-element in ZG. Dit geeft aanleiding tot de vraag of elke torsie-element van ZG van deze

vorm is. Higman had in zijn thesis al opgemerkt dat dit voor de symmetrische groep S3 niet geldde.

Dit werd opnieuw bewezen in [HP72] door Ian Hughes en Kenneth Pearson. Zij bewezen echter dat

elk torsie-element vanZS3 toegevoegd was inQG aan een g ∈ G. In [Zas74] uitte Hans Zassenhaus

het vermoeden dat voor elke eindige groep G, elk torsie-element van V(ZG) toegevoegd zou zijn

aan een g ∈ G binnenin de groepalgebraQG. Gelijkaardige uitspraken worden ook toegekend aan

Zassenhaus. Deze uitspraken zullen wij als problemen verwoorden aangezien er al bewezen is dat

deze vermoedens niet gelden.

Probleem 3.2.10. Zij G een eindige groep. De volgende problemen worden toegewijd aan Zas-

senhaus.

(ZC1) Als u ∈ T (V(ZG)) bestaat er dan een g ∈ G waarvoor u ∼Q g?

(ZC2) Zij H ⊆ ZG een eenheidsgroep die een basis vormt voor ZG. Geldt er dat H ∼Q G?

(ZC3) Zij H ⊆ ZG een eenheidsgroep. Geldt er dat H ∼Q G′
voor een deelgroep G′ ≤ G?

Merk op dat een positief antwoord op (ZC2) ook een positief antwoord op het isomorfisme pro-

bleem geeft. In 2001 gaf Martin Hertweck echter een tegenvoorbeeld voor (ISO) in [Her01]. Zijn

tegenvoorbeeld bestond uit twee groepen van orde 221.9728. Het is nog altijd een open vraag of dat

(ISO) geldt voor groepen van oneven orde. Het tegenvoorbeeld voor (ISO) betekende natuurlijk

dat beide (ZC2) en (ZC3) een negatief antwoord hebben. Het eerste Zassenhaus vermoeden hield

langer stand, maar in 2017 vonden F. Eisele en L. Margolis een tegenvoorbeeld [EM17].
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3.3 De HeLP methode

In deze sectie zullen we wat gekend staan als de “HeLP” methode bespreken. Dit is een methode

die men toepast op een specifieke groep om info te verkrijgen over de eenheden van zijn integrale

groepring. Deze methode gebruikt men onder andere om (ZC) := (ZC1) te bewijzen voor speci-

fieke groepen.

3.3.1 Partiële augmentatie

In deze subsectie zullen we de nodige theorie opbouwen voor de “HeLP” methode. In de komende

stellingen zullen we met het Lie-product werken. We geven de definitie en introduceren de notatie.

Het Lie-product is gedefinieerd over een ring, maar aangezien wij G als deelverzameling zien van

de ring ZG zal de notatie [g, h] met g, h ∈ G voorkomen. Wij waarschuwen de lezer om deze

notatie in deze sectie niet te verwarren met de commutator. We definiëren een afbeelding die een

hoofdrol zal spelen binnenin deze sectie.

Definitie 3.3.1. Zij G een eindige groep en R een ring. De partiële augmentatieafbeelding is de

afbeelding

εx : RG→ R,
∑
g∈G

agg 7→
∑
y∈xG

ay.

Notatie 3.3.2. Zij G een eindige groep. We zullen een complete verzameling van representanten

van de toevoegingsklassen van G telkens noteren als cl(G).

Het is duidelijk dat voor een groepring RG de augmentatieafbeelding ω juist de som

∑
x∈cl(G) εx

is. De HeLP methode is gebaseerd op verschillende stellingen die informatie geven over de partiële

augmentatie van een torsie element u ∈ V(ZG) van willekeurige orde n. De methode zal dan een

aantal gelijkheden en ongelijkheden opleveren met als onbekende de partiële augmentaties van u.

Als deze tot contradicties leiden kan men besluiten dat er geen elementen van orde n bestaan. We

zullen zelfs aan de hand van de partiële augmentaties kunnen bewijzen of (ZC) geldt.

Definitie 3.3.3. Zij R een ring. Voor twee elementen a, b ∈ R van de ring definiëren we het

Lie-product als

[a, b] = ab− ba.

We definiëren ook

[R,R] = {
n∑

i=1

ri[ai, bi] | ai, bi ∈ R,n ∈ N}.

Het volgend lemma bewijst de formule van Cliff. Deze zal van pas komen voor verschillende be-

wijzen in deze sectie.

Lemma 3.3.4 ([Cli80]). Zij R een ring van karakteristiek pn, waarbij p priem is en n ∈ N∗. Voor elk
getal k ≥ n geldt dat

(

m∑
i=1

ai)
pk =

∑
(ai1ai2 . . . ais)

pk−n+1 + λ, (3.7)

waarbij s = pn−1, λ ∈ [R,R] en de som genomen wordt over alle s-tupels (i1, i2, . . . , is) zodat
1 ≤ ij ≤ m.
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3. Groepringen van eindige groepen

Bewijs. We weten dat

(

m∑
i

ai)
pk =

∑
(ai1ai2 . . . aipk ) (3.8)

waarbij de som genomen wordt over alle pk-tupels (i1, i2, . . . , ipk). Zij

S := {(ai2 . . . aipk ) | 1 ≤ ij ≤ m}

de verzameling woorden van lengte pk bestaande uit {a1, . . . , apk}, waarbij we even de relaties

tussen de ai ∈ A vergeten. We definiëren de actie σ op S als

σ
(
(ai1ai2 . . . aipk )

)
= (ai2 . . . aipkai1).

Het is duidelijk dat |⟨σ⟩| = pk, zodat de baan van een element s ∈ S lengte pl heeft met l ≤ k. Als

σp
l
(x) = x, dan is x = (ai1ai2 . . . aipl )

pk−l
. Zo zien we dat als de baan van x ∈ S kleiner is dan of

gelijk aan pn−1
, we σp

n−1
(x) = x hebben, zodat x = (ai1ai2 . . . aipn−1 )

pk−n+1
. Als de lengte van

de baan van x onder σ groter is dan pn−1
, dan is deze lengte een veelvoud van pn. Merk op dat

x − σ(x) ∈ [R,R] zodat x⟨σ⟩ ⊆ x + [R,R]. Om de formule (3.7) te bekomen hoeft men enkel de

som van het rechterlid van (3.8) op te splitsen in twee delen.

Een deel met alle x ∈ S waarvoor

∣∣x⟨σ⟩∣∣ ≤ pn−1
en het tweede deel alle x ∈ S met

∣∣x⟨σ⟩∣∣ ≥ pn.

Het eerste deel zal een som zijn van elementen van de vorm (ai1ai2 . . . ain−1
p

)p
k−n+1

. In het tweede

deel groepeer je de banen onder σ, aangezien deze allemaal dezelfde waarde hebben modulo [R,R]
en de grootte van deze banen telkens een veelvoud is van pn, resulteert het tweede deel slechts in

een element λ ∈ [R,R]. ■

Het volgend lemma zal van groot belang zijn aangezien het ons toelaat om veel partiële augmenta-

ties gelijk aan nul te stellen.

Lemma 3.3.5 ([MRSW87]). Zij G een eindige groep, x ∈ G, en u ∈ T (V(ZG)) een torsie-element.
Als er een priemgetal p bestaat zodat p | |x| en p ∤ |u|, dan is εx(u) = 0.

Bewijs. Aangezien p ∤ |u|, is p inverteerbaar modulo |u|, zodat er oneindig veel k ∈ N∗
zijn zodat

|u| | (pk − 1). Neem een k > n waarvoor |u| | (pk − 1) vast. Merk op dat up
k
= u, deze identiteit

samen met de formule van Cliff (3.7) geeft ons:

u =
∑
g∈G

ugg = (
∑
g∈G

ugg)
pk

=
∑

(ui1ui2 . . . uis)
pk−n+1

(gi1gi2 . . . gis)
pk−n+1

+ λ,

met λ ∈ Λ+pnZG, s = pn−1
. We kunnen k groot genoeg nemen zodat de ordes van alle mogelijke

h := (gi1gi2 . . . gis)
pk−n+1

copriem met p is. Aangezien deze ordes copriem zijn met p kunnen deze

elementen niet toegevoegd zijn aan x, zodat εx(u) ≡ 0 mod pn. We kunnen echter n groot genoeg

nemen zodat εx(u) = 0, hetgeen we wouden bewijzen. ■

Notatie 3.3.6. We zullen voortaan voor een groep G de notatie Λ := [ZG,ZG] gebruiken. Merk

op dat aangezien voor α =
∑

g∈G agg en β =
∑

g∈G bgg geldt dat

[α, β] =
∑

g,h∈G
agbh(gh− hg) =

∑
g,h∈G

agbh[g, h].

Zodat Λ juist de Z-lineaire span is van de elementen [g, h], waarbij we steeds het Lie-product

bedoelen en niet de commutator.
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Lemma 3.3.7. Zij ZG een integrale groepring van een groep G, dan geldt er dat

{[g, h] | g, h ∈ G ⊆ ZG} = {x− xg | x, g ∈ G}.

Bewijs. We zien gemakkelijk voor elke g, h ∈ G dat [g, h] = gh − hg = gh − (gh)g . Omgekeerd

ziet men voor elke x, g ∈ G dat het element x−xg te schrijven is als het Lie-product [g, g−1x]. ■

We bewijzen nu een aantal eigenschappen die ons enorm zullen helpen.

Lemma 3.3.8 ([Seh78]). De volgende drie eigenschappen gelden in een integrale groepring ZG van
een eindige groep G:

Λ = {α ∈ ZG | εx(α) = 0 voor elke x ∈ G}; (3.9)

Λ = [QG,QG] ∩ZG; (3.10)

(
∑
g∈G

agg)
p ≡

∑
g∈G

agg
p mod Λ + pZG, Λp ⊆ Λ + pZG. (3.11)

Bewijs. (i) Stel dat λ ∈ Λ, dan is λ eenZ-lineaire combinatie van Lie-producten [g, h]. Deze Lie-

producten zijn volgens Lemma 3.3.7 telkens het verschil van twee toegevoegde elementen.

Aangezien εy(x − xg) = 0 en ε Z-lineair is voor elke y ∈ G zal ook εy(λ) = 0 voor elke

y ∈ G, zodat de inclusie ⊆ bewezen is. Stel nu dat α =
∑

g∈G agg met εx(α) = 0 voor elke

x. We herschrijven α als volgt:

α =
∑

x∈cl(G)

∑
g∈x

axgxg

=
∑

x∈cl(G)

∑
g∈x

sgn axg(xg + · · ·+ xg)︸ ︷︷ ︸
|axg |keer

omdat εx(α) = 0 kunnen we koppels (g, h) ∈ G×G vormen zodat α te schrijven is als

=
∑

x∈cl(G)

∑
g,h∈G

c(g,h)(x
g − xh),

waarbij c(g,h) ∈ N. Opnieuw zien we via Lemma 3.3.7 dat α ∈ Λ, zodat ook ⊇ bewezen is,

wat (3.9) bewijst.

(ii) Stel dat µ ∈ [QG,QG], dan bestaat er een N ∈ N∗
zodat Nµ ∈ Λ. Als we gebruik maken

van (3.9) zien we dat Nµ ∈ {α ∈ ZG | εx(α) = 0 voor elke x ∈ G}. Hieruit volgt dat

[QG,QG] ⊆ {α ∈ QG | εx(α) = 0 voor elke x ∈ G},

zodat

[QG,QG] ∩ZG ⊆ {α ∈ QG | εx(α) = 0 voor elke x ∈ G} ∩ZG.
= {α ∈ ZG | εx(α) = 0 voor elke x ∈ G}
= Λ.

Dit bewijst dat [QG,QG] ∩ Λ ⊆ Λ, maar het is duidelijk dat de omgekeerde inclusie ook

geldt, zodat we een gelijkheid hebben.
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3. Groepringen van eindige groepen

(iii) We weten dat voor elke a ∈ Z geldt dat ap ≡ a mod pZ, en dus ook ap = a mod pZG. We

passen gewoon de formule van Cliff (3.7) toe, wat ons geeft dat er voor elke α =
∑

g∈G agg
geldt dat

(
∑
g∈G

agg)
p ≡

∑
g∈G

(agg)
p mod Λ + pZG

≡
∑
g∈G

agg
p mod Λ + pZG,

wat we wouden bewijzen.

■

Lemma 3.3.9. Zij G een eindige groep, x ∈ G en u ∈ T (V(ZG)), dan zijn de volgende uitspraken
equivalent.

(a) εx(u) = 1 en εy(u) = 0 voor elke y ∈ G \ xG;

(b) u ≡ x mod Λ.

Bewijs. Stel dat x ∈ G zodat εx(u) = 1 en εy(u) = 0 voor elke y ∈ G \ xG. Dan kunnen we u
schrijven als u = x + (−x + u), aangezien −x + u ∈ Λ zien we dat u ≡ x mod Λ. Omgekeerd

stel dat u ≡ x mod Λ. Dan is u = x + λ, met λ ∈ Λ. We zien dat er voor elke z ∈ G geldt

dat εz(u) = εz(x + λ) = εz(x) + ε(λ), zodat uit (3.9) volgt dat εx(u) = 1 en εy(u) = 0 voor

y ∈ G \ xG. ■

We zullen bewijzen dat, als u een torsie-element is van een groepring ZG, dan de orde van u de

orde van G deelt. We hebben wel nog wat hulpstellingen nodig.

Stelling 3.3.10 ([CL65]). Zij G een eindige groep, u ∈ T (V(ZG)) en p een priemgetal. Zij voor elke
l ∈ N∗

Tl = {g ∈ G |
∣∣∣gpl∣∣∣ = 1};

T̃l =
∑
g∈Tl

ug.

Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:

(a) het torsie-element u heeft orde pk;

(b) T̃k ̸≡ 0 mod pZG.

Bewijs. Zij l ∈ N. We beschouwen up
l

en passen de formule van Cliff (3.7) toe:

up
l ≡ (

∑
g∈G

ugg)
pl =

∑
g∈G

ugg
pl + λ mod pZG,

met λ ∈ Λ. Uit (3.9) volgt dat ε1(λ) = 0, zodat het coëfficiënt van 1 in λ gelijk aan nul is. Zij

u1(l) := up
l

1 het coëfficiënt van 1 in up
l
, dan is

u1(l) ≡
∑
i≤l

T̃i mod p. (3.12)

We weten dat u torsie is, zodat ook up
l
torsie is voor elke l ∈ N. Via de stelling van Berman-Higman

3.1.12 zien we dat als u1(l) ̸= 0 we up
l
= 1 hebben zodat |(|u) ≤ pl. (a) =⇒ (b) Stel dat |u| = pk,
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dan is u1(l) = 0 voor alle l < k. Specifiek is ook u1(l) ≡ 0 mod p voor l < k. Dit samen met

(3.12) geeft ons

1 = up
k

1 ≡ T̃k mod p,

zodat T̃k ̸≡ 0 mod p.

(b) =⇒ (a) Stel dat µk ̸≡ 0 mod p voor een k ∈ N∗
. Kies k′ ∈ N∗

minimaal, zodat µk ̸≡ 0
mod p. We beschouwen u1(k

′):

u1(k
′)

(3.12)

≡ T̃k′ mod p,

want door de minimaliteit van k′ is T̃l ≡ 0 mod p voor l < k′. Aangezien u1(k
′) ̸= 0 is 1 ∈

supp(up
k′
). De Berman-Higman Stelling 3.1.12 geeft ons dus up

k′
= 1. Als l < k′, dan is T̃l ≡ 0

mod p zodat u1(l) ≡ 0 mod p. Zo zien we dat up
l ̸= 1 voor l < k′, zodat |u| = pk

′
. Om ons

bewijs af te ronden hoeven we enkel nog te bewijzen dat k′ = k. We doen dit door te bewijzen dat

k′ het unieke getal is waarvoor T̃k′ ̸≡ 0 mod p. We namen al aan dat k′ minimaal is, zodat we

enkel nog T̃l ≡ 0 mod p voor l > k hoeven te bewijzen. We bewijzen per inductie dat T̃k′+n ≡ 0

mod p voor alle n ∈ N∗
. Herinner dat 1 = u1(k

′) ≡ T̃k′ mod p. We beschouwen up
k′+1

en zien

dat

up
k′+1

= 1 = u1(k
′ + 1)

(3.12)

≡ T̃k′ + T̃k′+1 mod p

waaruit volgt dat T̃k′+1 ≡ 0 mod p want T̃k′ ≡ 1 mod p. Stel nu dat µk′+m ≡ 0 mod p voor

alle m < n, dan is

1 = up
k′+n

= u1(k
′ + n)

(3.12)

≡ T̃k′ +
∑

k′<i≤n

T̃i mod p,

zodat ook T̃k′+n ≡ 0 mod p. Zo bewezen we dus dat k′ uniek is en k en k′ dus samenvallen zodat

|u| = pk en het gestelde bewezen is. ■

Gevolg 3.3.11. ZijG een eindige groep en u ∈ T (V(ZG)) een eenheid met een priemmacht als orde.
Als |u| = pk, dan bestaat er een g ∈ G met |g| = pk.

Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit de vorige stelling. ■

We zijn nu klaar om de volgende stelling te bewijzen die de mogelijke ordes van een torsie-element

van ZG zal beperken.

Stelling 3.3.12 ([CL65]). Zij G een groep van eindige orde en u ∈ T (V(ZG)) een torsie-element. De
orde van u deelt de orde van G.

Bewijs. Zij |u| = k en

|u| = pk11 . . . pkmm

de priemfactorisatie van k. Voor elke priemdeler pj van k definiëren we p′j :=
∏m

i=1
i ̸=j

qkii . Merk op

dat up
′
j een element van orde pj is. Uit Gevolg 3.3.11 volgt nu dat G een element van orde pj bevat.

Dit betekent ook dat pj | |G|. We kunnen dus besluiten dat k | |G|. ■

We zijn nu klaar om de belangrijkste stelling van deze sectie te bewijzen. Deze stelling laat ons

toe om de karaktertabel uit te buiten van een groep om informatie te verkrijgen over de partiële

augmentaties.
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Opmerking 3.3.13. Zij G een eindige groep en χ een karakter van G. Zij α ∈ RG, dan is

χ(α) =
∑

x∈cl(G)

εx(α)χ(x).

Opmerking 3.3.14. Zij F een veld en K/F een Galois-uitbreiding. Dan is het Galoisspoor van

K/F de K-lineaire afbeelding

SpK/F : K → F, a 7→
∑

σ∈Gal(K/F )

aσ.

Stelling 3.3.15 ([LP89]). Zij G een eindige groep, u ∈ T (V(ZG)) een torsie-element van orde k en
ζ ∈ C∗ een primitieve k-de eenheidswortel. Als ρ een irreducibele representatie is van G en χ zijn
karakter is, dan geldt voor elke l ∈ Z dat de multipliciteit van ζ l als eigenwaarde van ρ(u) (genoteerd
als µl(u, χ)) gegeven wordt door

µl(u, χ) =
1

k

∑
d|k

SpQ(ζd)/Q(χ(u
d)ζ−dl). (3.13)

Bewijs. Aangezien u ∈ V(ZG) orde k heeft kunnen we ρ(u) diagonaliseren en zien we dat alle

eigenwaarden van ρ(u) eenheidswortels van orde kleiner of gelijk aan k zijn. We zullen de mul-

tipliciteit van de eigenwaarde ζ l noteren als µl. Merk op dat χ(u) =
∑k−1

i=0 µiζ
i

en algemener

χ(ur) =
∑k−1

i=0 µiζ
ir

voor elke r ∈ Z. We berekenen het volgende

k−1∑
r=0

χ(ur)ζ−rl =

k−1∑
r=0

k−1∑
i=0

µiζ
irζ−rl =

k−1∑
r=0

(µl +

k−1∑
i=0
i ̸=l

µiζ
r(i−l))

= kµl +
k−1∑
i=0
i ̸=l

k−1∑
r=0

ζr(i−l) = kµl.

Bij de laatste stap maakten we gebruik van het feit dat

∑k−1
r=0 ζ

r(i−l) = ζk(i−l)−1
ζi−l−1

= 0 voor elke

i ̸= l. Dit geeft ons dat
1
k

∑k−1
r=0 χ(u

r)ζ−rl = µl. We kunnen deze som opsplitsen als

µl =
1

k

∑
d|k

∑
r mod k/d

gcd(r,k/d)=1

χ(udr)ζ−drl.

Aangezien χ(u) de som van k-de eenheidswortels is, is χ(ud) de som van k/d-de eenheidswortels.

Stel dus dat χ(ud) = η1 + · · · + ηn, met elke ηi een k/d-de eenheidswortel. Aangezien χ(udr) =
ηr1 + · · ·+ ηrn, zien we dat χ(udr) = (χ(ud))σr

, waarbij σr het automorfisme ζd 7→ ζdr van Q(ζd)
is. Dit geeft ons exact wat we wouden bewijzen, namelijk

µl =
1

k

∑
d|k

SpQ(ζd)/Q(χ(u
d)ζ−dl).

■
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Als men zoals in Opmerking 3.3.13 χ(u) met u ∈ V(ZG) uitdrukt in termen van partiële augmen-

taties εx verkrijgt men een stelsel ongelijkheden door op te merken dat µl(u, χ) ∈ N. Deze stelling

laat toe om een karaktertabel van een groep uit te buiten om info te verkrijgen over de partiële

augmentaties. Op basis van deze stelling bewezen Luthar en Passi (ZC) voor A5 [LP89]. Voor veel

groepen zal deze echter niet genoeg zijn. In 2007 bewees Hertweck de volgende stelling die toelaat

om ook de p-Brauer representaties van een groep uit te buiten.

Stelling 3.3.16 ([Her07]). Zij G een eindige groep, u ∈ T (V(ZG)) een torsie-element van orde k en
ζ ∈ C∗ een primitieve k-de eenheidswortel. Als ρ een p-Brauer representatie is van G, met p ∤ k en χ
het karakter van ρ. Zij verder ζ 7→ ζ̄ een vast isomorfisme is tussen de groep van k-de eenheidswortels
in karakteristiek 0 en de k-de eenheidswortels in karakteristiek p. Er geldt voor elke l ∈ Z dat de
multipliciteit van ζ̄ l als eigenwaarde van ρ(u) (genoteerd als µl(u, χ)) gegeven wordt door

µl(u, χ) =
1

k

∑
d|k

SpQ(ζd)/Q(χ(u
d)ζ−dl). (3.14)

Zonder bewijs. Zie [Her07]. ■⧸

Deze stelling vormt samen met de Stelling 3.3.15 de basis van de HeLP methode. Ook de benaming

“HeLP” slaat op Hertweck, Luthar en Passi.

Gevolg 3.3.17. Zij G een eindige groep en u, v ∈ T (V(ZG)) eenheden van orde k, dan zijn de
volgende uitspraken equivalent:

(a) u ∼Q v;

(b) εx(ud) = εx(v
d) voor elke x ∈ G en d | k.

Bewijs. Stel dat εx(u
d) = εx(v

d) voor elke x ∈ G en d | k. Als we (3.13) uit Stelling 3.3.15

beschouwen, zien we dat µl(u, χ) = µl(v, χ) voor elke l ∈ Z en elk irreducibel karakter χ van

G. Herinner dat µl(u, χ) de multipliciteit van ζ l als eigenwaarde van ρ(u) uitdrukte, waarbij ρ :
CG→Mn(C) de representatie van χ is, en ζ een primitieve k-de eenheidswortel. Aangezien elke

eigenwaarde van ρ(u) en ρ(v) van de vorm ζ l is, en µl(u, χ) = µl(v, χ) voor elke l, zien we dat

ρ(u) en ρ(v) dezelfde diagonaalmatrix hebben. Dit geeft ons dat ρ(u) en ρ(v) toegevoegd zijn in

Mn(C). Als we Lemma 1.5.18 toepassen verkrijgen we dat u ∼Q v hetgeen we wouden bewijzen.

Stel nu dat u ∼Q v en dat α ∈ QG zodat v = uα, dan zien we dat

u− v = u− α−1uα = [α, α−1u] ∈ [QG,QG].

Dit geeft ons dat u − v ∈ [QG,QG] ∩ ZG, zodat u − v ∈ [ZG,ZG] volgens (3.10). Als we nu

(3.9) toepassen zien we dat εx(u − v) = 0 voor alle x ∈ G, zodat εx(u) = εx(v) voor elke x ∈ G.

Aangezien u ∼Q v is ook ud ∼Q vd voor elke d ∈ Z zodat we op dezelfde manier εx(u
d) = εx(v

d)
bekomen voor elke d ∈ Z, specifiek ook voor de delers d′ | k zodat het gestelde bewezen is. ■

We kunnen nog een iets sterkere uitspraak doen in het geval dat u ∈ ZG en v = g ∈ G.

Stelling 3.3.18 ([MRSW87]). Zij G een eindige groep. Zij g ∈ G en u ∈ V(ZG) met |u| = k = |g|.
De volgende uitspraken zijn equivalent:

(a) u ∼Q g;

(b) Voor elke deler d | k bestaat er een x ∈ G zodat εx(ud) = 1 en εy(ud) = 0 voor alle y ∈ G\xG.

48



3. Groepringen van eindige groepen

Bewijs. (a) =⇒ (b) Dit volgt uit de vorige Stelling 3.3.17. (b) =⇒ (a) Stel dat εg(u) = 1 en εh(u) = 0
voor h ̸∼ g. Zij p een priemgetal dan geeft Lemma 3.3.9 ons

u ≡ g mod Λ

up ≡ gp mod Λ + pZG via (3.11)

Volgens (b) bestaat er een h ∈ G zodat εh(u
p) = 1 en εy(u

p) = 0 voor alle y ̸∼ h. Als we opnieuw

Lemma 3.3.9 toepassen zien we dat up ≡ h mod Λ. Dit geeft ons

gp ≡ h mod Λ +ZG,

waaruit we kunnen besluiten dat gp ∼ h aangezien beide gp, h ∈ G. We hebben dus up ≡ gp

mod Λ. Dit argument kan men herhaaldelijk toepassen voor elk priemgetallen p. Zo bekomen we

uk ≡ gk mod Λ.

Als we opnieuw Lemma 3.3.9 toepassen zien we dat εx(u
k) = εx(g

k) voor elke k ∈ N. Dit laat ons

toe om Gevolg 3.3.17 toe te passen. Dit geeft ons u ∼Q g, hetgeen we wouden bewijzen. ■

Deze stelling geeft dus de nodige condities voor een torsie-element u om toegevoegd te zijn in QG
aan een element g ∈ G. We hebben nu de belangrijkste stellingen waarop de “HeLP” methode

steunt bewezen. In de volgende subsectie zullen we uitleggen hoe deze gebruikt wordt.

3.3.2 De HeLP methode

In deze subsectie herhalen we de belangrijke resultaten van de vorige subsectie en tonen we hoe

deze exact gebruikt worden binnen de methode. Zij G een eindige groep. Stel dat we (ZC) willen

aantonen voor G. We weten dat een torsie-element u ∈ T (V(ZG)) niet zomaar elke orde kan

hebben. Het moet namelijk volgens Stelling 3.3.12 telkens een deler zijn van de orde van G. De

volgende stelling verwoordt wanneer (ZC) geldt voor een groep G.

Stelling 3.3.19. Zij G een eindige groep. Het Zassenhaus probleem heeft een positief antwoord voor
G als en slecht als de volgende twee uitspraken gelden:

(i) De ordes van de eenheden u ∈ T (V(ZG)) vallen samen met de ordes van g ∈ G.

(ii) Zij u ∈ V(ZG) met |u| = |g| voor een bepaalde g ∈ G. Voor elke deler d | |u| bestaat er een
x ∈ G zodat εx(ud) = 1 en εy(ud) = 0 voor alle y ̸∼ x.

Bewijs. Stelling 3.3.18 ■

We veronderstellen dat een eenheid u ∈ V(ZG) van orde k | |G| bestaat. We gaan inductief te

werk. We beginnen met de ordes k die zo weinig mogelijk verschillende delers hebben. Dit zorgt

dat we de formule (3.13) kunnen schrijven als

µl(u, χ) =
1

k

∑
d|k

SpQ(ζd)/Q(χ(u
d)ζ−dl)

1

k

∑
x∈cl(G)

εx(u) SpQ(ζ)/Q(χ(x)ζ
−l) + al(u, χ)
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met

al(u, χ) =
∑
d|k
d̸=1

SpQ(ζd)/Q)(χ(u
d)ζ−dl),

waarbij we er vanuit gaan dat de al(u, χ) gekend zijn. Zo krijgen we voor elke χ ∈ Irr(G) en

l ∈ {0, 1, . . . , k} de ongelijkheden µl(uχ) ∈ Nmet als onbekenden {εx(u) | x ∈ cl(G)}. Veel van

deze onbekenden kunnen we gelijk aan nul stellen aan de hand van de volgende stelling.

Stelling 3.3.20. Zij G een eindige groep. Zij u ∈ V(ZG) een eenheid van orde k ̸= 1.

(i) Via de Berman-Higman Stelling 3.1.12 hebben we ε1(u) = 0.

(ii) εx(u) = 0 voor elke x ∈ G waarvoor er een priemgetal p bestaat zodat p | |x| en p ∤ k (Lemma
3.3.5).

We willen met deze ongelijkheden een contradictie bekomen wanneer k = |u| niet samenvalt met

de orde van een element uit G. Als k wel overeenkomt met de orde van een element uit G, dan

willen we Stelling 3.3.18(b) aantonen. Merk op dat, aangezien we inductief te werk gaan, we er

vanuit kunnen gaan dat Stelling 3.3.18(b) voldaan is voor alle ud met d | k. Zo hoeven we enkel aan

te tonen dat er slechts één element van {εx(u) | x ∈ cl(G)} niet gelijk aan nul is.

Het Zassenhaus probleem voorA5

De HeLP methode werd voor het eerst gebruikt door Luthar en Passi in [LP89]. In deze paper

bewezen ze Stelling 3.3.15, en introduceerden ze dus een nieuwe aanpak om (ZC) te bewijzen. In

die paper gebruikten ze het om (ZC) te bewijzen voor de alternerende groep A5. We zullen een

deel van de methode uitwerken, zodat het duidelijk is hoe men de methode toepast.

Opmerking 3.3.21. De volgende verzameling is een complete verzameling van representanten

van de toevoegingsklassen van A5

{(1), (12)(34), (123), (12345), (13524)}.

De alternerende groep A5 heeft de volgende karaktertabel:

Class 1 (12)(34) (123) (12345) (13524)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 3 −1 0 1+
√
5

2
1−

√
5

2

χ3 3 −1 0 1−
√
5

2
1+

√
5

2
χ4 4 0 1 −1 −1
χ5 5 1 −1 0 0

Stelling 3.3.22. Alle genormaliseerde eenheden u van de groepring ZA5 van orde k ∈ {2, 3, 5} zijn
toegevoegd in QA5 aan een element g ∈ G.

Bewijs. Stel dat u ∈ V(ZA5) met |u| = k, waarbij k ∈ {2, 3, 5}. Merk op dat aangezien k ̸= 1 we

via de Berman-Higman stelling ε1(u) = 0 hebben.
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Geval k ∈ {2, 3}: Er is maar 1 toevoeginsklasse met elementen van orde k. Aangezien k priem

is kunnen we Lemma 3.3.5 toepassen om εx(u) = 0 te bekomen voor alle x ̸∼ u. Wegens

Stelling 3.3.18 hebben we nu u ∼Q g voor een g ∈ G.

Geval k = 5: We kunnen opnieuw Lemma 3.3.5 toepassen om εx(u) = 0 te bekomen voor alle

|x| ≠ 5. Stel x = (12345) en x′ = (13524), we noteren ν5 := εx(u) en ν ′5 := εx′(u).
Aangezien u ∈ V(ZA5) is ω(u) = 1, zodat ω(u) = ν5+ ν

′
5 = 1. We trachten te bewijzen dat

ν5 of ν ′5 = 0. Zij ζ = e
2πi
5 . We beschouwen formule (3.13):

µl(u, χ3) =
1

5

(
3 + SpQ(ζ)/Q(ζ

−l(ν5χ3(x) + ν ′5χ3(x
′)))

)
=

{
ν5 als l = 1,

ν ′5 als l = 2.

Aangezien µl(u, χ3) ∈ N voor elke l, volgt er uit ν5+ν
′
5 = 1 dat ν5 = 0 of ν ′5 = 0 aangezien

beide ν5 en ν ′5 natuurlijke getallen zijn. We zien dus opnieuw via Stelling 3.3.18 dat u ∼Q x
of u ∼Q x′.

■

We bewijzen nu dat de groepringZA5 geen torsie-elementen heeft waarvan de orde niet samenvalt

met de orde van een element uit A5.

Stelling 3.3.23. Als u ∈ V(ZA5) een torsie-element is, met |u| = k, dan is k ∈ {1, 2, 3, 5}.

Bewijs. Uit Stelling 3.3.12 volgt dat k | |A5| = 60, zodat

k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}.

We hoeven enkel te bewijzen dat k /∈ {4, 6, 10, 15} omdat

∣∣ul∣∣ = k
l .

Geval k = 4: Aangezien dit een priemmacht is, kunnen we Gevolg 3.3.11 toepassen. Dit geeft

ons een element g ∈ A5 van orde 4, een contradictie.

Geval k ∈ {6, 10, 15}: We laten dit als oefening om de gepaste karakters χ ∈ Irr(A5) en l ∈ Z
te kiezen in de vergelijking (3.13). Men kan ook [LP89] raadplegen.

■

Stelling 3.3.24. Elk torsie-element u ∈ ZA5 is toegevoegd inQG aan een g ∈ G. Met andere woorden
het Zassenhaus probleem heeft een positief antwoord voor de alternerende groep A5.

Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit de vorige twee stellingen. ■

3.4 De cut groepen

Deze sectie zal gaan over cut groepen. Dit zijn groepen wiens integrale groepring slechts een eindig

aantal eenheden heeft die centraal zijn in de groepring. Voor deze sectie zal Sectie 1.4 over ordes

van groot belang zijn.

Definitie 3.4.1. We noemen een groep G cut als V(ZG) ∩ Z(ZG) eindig is.
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Aangezien G ⊆ V(ZG) commuteert een u ∈ Z(V(ZG)) met heel G en bijgevolg met heel ZG.

Zo zien we dat Z(V(ZG)) = V(ZG) ∩ Z(ZG). De term “cut” verscheen eerst in [BMP17] en

is afgeleid van “central units trivial”. Dit verwijst naar de stelling van Berman en Higman 3.1.12

waarin we bewezen dat een centraal torsie-element triviaal is. Dit zorgt ervoor dat de cut groepen

G juist de groepen zijn zodat

Z(V(ZG)) = Z(G).

Als een groep G cut is, dan is ook zijn centrum Z(G) cut, zodat Z := Z(G) een abelse groep

is, waarvoor U(ZZ) eindig. Deze groepen zijn door de stelling van Higman 3.1.20 geclassificeerd.

De term cut is slechts recent geı̈ntroduceerd, maar groepen waarvan de integrale groepring enkel

triviale centrale eenheden heeft zijn al veel eerder onderzocht. Ritter en Seghal publiceerde [RS90]

in 1990 waarin ze de volgende stelling bewezen:

Stelling 3.4.2. Zij G een eindige groep dan zijn de volgende condities equivalent.

(a) De groep G is cut;

(b) Als QG ∼= Mn1(D1) × · · · × Mnk
(Dk) de Wedderburn decompositie is, dan is Z(Di) ∈

{Q,Q(
√
−d)} met d ∈ N∗ voor elke i ∈ {1, . . . , n};

(c) Voor elke x ∈ G en elk natuurlijk getal j copriem met |G| is ofwel x ∼ xj ofwel x−1 ∼ xj .

Bewijs. We bewijzen eerst dat (a) equivalent is aan (b). Zij QG ∼= Mn1(D1) × · · · ×Mnk
(Dk) de

Wedderburn decompositie dan zien we dat Z(QG) ∼= Z(D1)×· · ·×Z(Dk). We weten dat Z(ZG)
een orde is in Z(QG). Zij voor elke i ∈ {1, . . . , k}, Oi een orde in Z(Di), dan bepaalt

O := Oi × · · · × Ok

een orde in Z(QG) die we ook als O noteren. Wegens Stelling 1.4.9 is

[U(O) : U(O ∩ Z(ZG))] < +∞.

De groep eenheden U(Z(ZG)) is dus eindig als en slechts als U(O) eindig is. Aangezien

U(O) = U(Oi)× · · · × U(Ok) ,

is U(Z(ZG)) eindig als en slechts als U(Oi) eindig is voor elke i ∈ {1, . . . , k}. Uit Gevolg 1.4.5

van de eenheidstelling van Dirichlet (1.4.4) volgt dat U(Oi) eindig is als en slechts als Z(Di) ∈
{Q,Q(

√
−d)} met d ∈ N∗

. Zo hebben we bewezen dat U(Z(ZG)) eindig is als en slechts als er

voor elke i ∈ {1, . . . , k} geldt dat Z(Di) ∈ {Q,Q(
√
−d)}. Dit bewijst dat (a) equivalent is aan (b).

We zullen nu aantonen dat (b) equivalent is aan (c). Hiervoor merken we op dat via Lemma 1.5.13,

(b) equivalent is met Q(χ) ∈ {Q,Q(
√
−d)} voor elk irreducibel karakter χ.

(b) =⇒ (c):

In Lemma 1.5.10 zagen we dat Q(χ) ≤ Q(ζ), met ζ een primitieve eenheidswortel van orde n :=
|G|. Stel dat j ∈ N copriem is met n en bekijk het automorfisme .j : ζ 7→ ζj van Q(ζ). Stel

dat σ de restrictie van .j is tot Q(χ). In het bewijs van Lemma 1.5.10 zagen we dat χ(g) de som

van de eigenwaarden van ρ(g) zijn, die allemaal n-de eenheidswortels zijn. Zij {λ1, . . . , λni} de

eigenwaarden van ρ(g), dan is χσ(g) =
∑ni

l=1 λ
j
l . We zien nu dat λjl juist de eigenwaarden zijn van

ρ(g)j = ρ(gj), zodat

χσ(g) = χ(gj).

Uit (b) volgt dat voor elk automorfisme σ van Q(χ)/Q geldt dat

χσ(g) = χ(g) of χσ(g) = χ(g)
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zodat

χ(gj) = χ(g−1) of χ(gj) = χ(g),

Waaruit we kunnen besluiten dat

Tgj + Tg−j = Tg + Tg−1 .

Uit de lineaire onafhankelijkheid van de afbeeldingen Tg volgt nu dat Tgj = Tg of Tgj = Tg−1 zodat

gj ∼ g of gj ∼ g−1
, wat de eerste richting bewijst.

(c) =⇒ (b):

Stel dat σ ∈ Gal(Q(χ)/Q, we breiden σ uit tot een automorfisme van Q(ζ)/Q (Gevolg 1.5.11). Dit

automorfisme heeft de vorm .j : ζ 7→ ζj . We zien nu dat voor elk karakter χ ∈ Irr(G) geldt dat

χσ(g) = χ(gj).

Als we hier (c) toepassen, zien we dat

χσ(g) = χ(g) of χσ(g) = χ(g−1)

zodat

χσ + χσ = χ+ χ.

Aangezien χσ
ook een irreducibel karakter is, kunnen we de onafhankelijkheid van de irreducibele

karakters gebruiken om te besluiten dat χσ = χ of χσ = χ. Hieruit volgt dat

[Q : Q(χ)] = |Gal(Q(χ)/Q)| ≤ 2

en in het geval dat [Q : Q(χ)] = 2 weten we dat Gal(Q(χ)/Q) bestaat uit complexe toevoeging

en de identieke afbeelding. We kunnen dus besluiten dat Q(χ) ofwel Q is ofwel een complexe

kwadratische uitbreiding. Dit bewijst dat (b) en (c) equivalent zijn. ■

3.4.1 De symmetrische groep Sn is cut

In deze subsectie tonen we kort aan dat de symmetrische groep Sn cut is voor elke n ∈ N.

Opmerking 3.4.3. Voor een willekeurige cykel c = (i1, i2, . . . , ik) ∈ Sn geldt er voor alle σ ∈ Sn
dat

cσ = (σ(i1), σ(i2), . . . , σ(ik)).

Hieruit volgt dat twee cykels uit Sn toegevoegd zijn als en slechts als ze dezelfde lengte hebben.

Zij σ, σ′ ∈ Sn met σ = c1c2 . . . ck, σ′ = c′1c
′
2 . . . c

′
l hun decompositie in disjuncte cykels. Zij νi

(respectievelijk ν ′i) de lengte van ci (respectievelijk c′i). We gaan er van uit dat de ci en c′i geordend

zijn zodanig dat ν1 ≤ · · · ≤ νk en ν ′1 ≤ · · · ≤ ν ′l . De permutaties σ en σ′ zijn toegevoegd aan

elkaar als en slechts als k = l en νi = ν ′i voor elke i ∈ {1, . . . , k}.

Lemma 3.4.4. Zij σ ∈ Sn met |σ| = k. Als l copriem is met k, dan is σ ∼ σl.

Bewijs. Stel dat σ = c1c2 . . . cs waarbij de ci paarsgewijs disjuncte cykels zijn. De lengte νi := ℓ(ci)

is voor elke i ∈ {1, . . . , s} een deler van k. De lengtes νi zijn dus copriem met l, zodat cli opnieuw

een cykel van lengte νi is. Zo zien we dat σ ∼ σl. ■
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Stelling 3.4.5. Zij χ een karakter van Sn, dan is χ(g) ∈ Q voor alle g ∈ Q.

Bewijs. Uit het vorig Lemma 3.4.4 volgt dat Stelling 3.4.2(c) geldt zodat Q(χ) ∈ {Q,Q(
√
−d)} met

d ∈ N∗
. Zij g ∈ Sn met |g| = n, via Lemma 3.4.4 zien we dat g ∼ gn−1 = g−1

. Dit geeft ons dat

χ(g) = χ(g−1) = χ(g).

Zo zien we dat χ(g) ∈ R is voor elke g ∈ G. We hebben dus dat Q(χ) = Q wat de stelling

bewijst. ■

Opmerking 3.4.6. Zo zien we via Stelling 3.4.2 dat Sn cut is. Zo zien we dat

Z(U(ZSn)) = ±Z(Sn) = ±{1}.

Groepen G waarvoor Q(χ) = Q voor elk karakter χ ∈ Irr(G) worden ook wel rationele groepen

genoemd.
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